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+38 (Las funciones ganuma y beta) La funcién gamma
34 Calcule (% + y*) dA, stendo R la regi6n del primer T'(x) y la funcién beta B, 1) se definen como

R

cuadrante limitada pory =0,y =x, xp =1y o

¥—y=1, l“{x]=J Fle7'd, (x>0
+35. Sea T € tridngulo cuyas vértices son (0, 0), (1, 0) y u,

(0, 1). Caleule la integral H Y= D/0+3 g g Blx, y) = L ri-gldL 6>0,y>0)

T
(a) Mediante transformacién en coordenadas polares. La funcién gamma cumple
(b) Utilizando la transformacion u = y — x, e+ 1) =al(x) vy
Emyok Ta+1)=n, @®=01,2.)

36. Utilice el método del Ejemplo 7 para calcular el drea Deduzca las siguient dades de estas

de la region que esta dentro de la elipse fmimzs:as HIgenEs gl Ca s

4x* + 9y% = 36 y por encima de la recta 2x + 3y = 8. w

- -1,

+37. (La funcidn errar) La funcién error Erf (x) se define @ l"(x)—EJ.u sl ds, (x>0)

para x =0 como 1 9 1

9 (s (b)r(—)=ﬁ. r(—)=—ﬁ
Bf()=—| e “dt i 2) 2
JrJo () Stx>0e y> 0, entonces
| e B, ) =2 [ cos™1gsen®1gap
Demuestre que (Erf @) =— | (1—e 1e0s0) g, W)=2 | cos sen
0
A partir de aqui, deduzca que Erf(¥) > /1 — e *. @ B, 5) rere)
=

I +3)

FI.J Integrales triples

Ahora que ya sabemos cémo extender la integracién definida a dominios bidimensionales, la ex-
tensién a dominios de tres (0 més) dimensiones es directa. Dada una funcién acotada f(x, y, z)
definida en una caja rectangular B (xp <x < xy, o <y < y1, 20 < z < z1), la integral triple de f

en B,
Jﬂ fl,y, 2dV o ”j S, y, 2) dxdydz

se puede definir como un limite adecuado de sumas de Riemann correspondientes a particiones
de B en subcajas utilizando planos paralelos a cada uno de los planos coordenados. Omitiremos
los detalles. Las integrales triples en dominios més generales se definen extendiendo la funcién
para que sea cero fuera del dominio e integrando en una caja rectangular que contenga al dominio.

Todas las propiedades de las integrales dobles mencionadas en la Seccién 14.1 tienen sus
propiedades andlogas para integrales triples. En particular, una funcién continua es integrable en
un dominio cerrado y acotado. Si f(x, y, z) = 1 en el dominio D, entonces la integral triple da el

volumen de D:
Volumen de D = J‘J‘J‘ dv
2]

La integral triple de una funci6n positiva f(x, y, z) se puede interpretar como el «hipervolumen»
(es decir, el volumen tetradimensional) de una regién del espacio de cuatro dimensiones que tie-
ne como «base» el conjunto tridimensional D y como tope la hipersuperficie w = f (x, y, z). Esta
no es una interpretacién particularmente (itil; en las aplicaciones surgen otras mucho més qtiles.
Por ejemplo, si é(x, y, z) representa la densidad (masa por unidad de volumen) en la posicion
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(x, , z) de una sustancia que ocupa un dominio D en el espacio tridimensional, entonces la masa
m del sélido es la «suma» de los elementos de masa dm = é(x, y, z) dV que ocupan los elementos

de volumen dV:
masa = J]] ox, y, 2) dV
o

Algunas integrales triples se pueden calcular por simple inspecci6n, utilizando simetrfa y voli-
menes conocidos.

Ejomplo 1 (NS

m 2 +x— senz) v
P e

Solucién El dominio de integracion es la bola de radio a centrada en el origen. La integral de 2 en esta
bola es dos veces el volumen de dicha bola, es decir, 8ra®/3. Las integrales de x y senz en la bola son
ambas cero, ya que las dos funciones son impares en sus variables, y el dominio es simétrico respecto a
cada plano coordenado (por ejemplo, para cada elemento de volumen d¥ en la mitad de la bola donde
x> 0, existe un elemento correspondiente en la otra mitad donde x tiene el mismo tamafio pero signo
opuesto, de forma que las contribuciones de esos dos elementos se cancelan entre s). Por tanto,

8 8
J.J.J. @+x—senddV=-na’+0+0=—na*
e 3 3 -

La mayoria de las integrales triples se evalian mediante un procedimiento de iteracién similar al
utilizado para integrales dobles. Vamos trasladando en el dominio D secciones de un plano para-
lelo a uno de los planos coordenados, realizando la integral doble de la funcién con respecto a
las dos variables de esa seccién, y después integrando el resultado con respecto a la variable res-
tante. Algunos ejemplos ayudardn a aclarar el procedimiento.

m Sea B la caja rectangular 0 <x <a, 0<y < b, 0 £z < ¢ Calcule

- [ -

Solucién Como se indica en la Figura 14,35(a), tomaremos secciones con planos perpendiculares al eje
z, de forma que la integral en z serd la mas externa en la iteracién. Las secclones son rectangulas, por lo
que las integrales dobles en ellos se pueden iterar también de forma inmediata, Escogeremos la integral ex-
terna en y, y la integral interna en x, como sugiere la recta que se muestra en la secci6n,

*c

b
I=| @& @J“[xyz—l—zs]dx

- “:dz a}y(x? +123)|: ’
e =h

_: a4y

-Je (5 w)[:.]

= (az—b+abzs)
0

(a bz abz )I; a’b’c  abc’
+—|| = =
=0

6 4 6 4
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(%]

NAN

s AT
47
b
>HH y ¥
Figura 14.35
(a) La iteracién del Ejemplo 2,
(a) (b) (b) La iteracion del Ejemplo 3.

IGETIEE]N si 7es el tetraedro cuyos vértices son (0, 0, 0), (1, 0, 0), 0, 1, 0) y (0, 0, 1), calcule

e

Solucion La Figura 14.35(b) muestra el tetraedro. La seccién plana en el plano normal al eje x en la
posicién x es el tridngulo T(x), que se muestra en dicha figura; en la seccién, x es constante e y y z son
variables, La doble integral de y en T'(x) es funcién de x. La calcularemos integrando primero en la direc-
cién de z y después en la direccién de y, como sugiere la recta vertical que se muestra en la seccién:

I—x l—-x—py
(o=, = [,
Tix) 0 1]

1—x

=L Wl —x—ydy
_ AT | 5
—((l—xiz—s)u —Bil—x)

El valor de la integral triple I es la integral de esta expresién con respecto a la variable restante x, para
sumar las contribuciones de todas las secciones entre x =0y x = I:

1
B e ST g
I—JUB(I x)\dx = 24(1 x) u_z‘i

En la solucién anterior hemos realizado la integracién en dos pasos para mostrar claramente el
procedimiento. En la préctica, las integrales triples se iteran en un paso, sin hacer mencién expli-
cita de la integral doble en la seccién. Por tanto, utilizando la iteracién sugerida por la Figura
14.35(b), podriamos escribir inmediatamente

1 l—x l=x—y
I=I dx j. dyj. ydz
0 0 0

El calculo procede como antes, comenzando por la integral de la derecha (es decir, la interna),
seguida por la integral del medio y después por la integral de la izquierda (exterior). La integral
triple representa la «suma» de elementos ydV en la region tridimensional 7. La iteracién anterior
corresponde a «sumar» (es decir, integrar) primero a lo largo de una recta vertical (la integral en
z), sumar después esas sumas unidimensionales en la direccién de y para obtener la suma doble
de todos los elementos en el plano de la seccién, y sumar finalmente esas sumas dobles en la
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direccién de x para incorporar las contribuciones de todas las secciones. La iteracién se puede
realizar en otras direcciones; existen seis posibles iteraciones correspondientes a los érdenes di-
ferentes de realizacién de las integrales en x, y y z. Las otras cinco son

rl fl—x Pl—x—z

I=| d dz ydy
J0 J 0O J0
rl rl=—y rl—x—yp

I= | dy dz ydz
J O 40 J 0O
™1 fl—y Fl=—y—z

I=\ dy dz ydx
J 0 J O J0
rl rl=z Pl=—x=—z

I=\ d dx ydy
J O J 0 J0
rl rl—z fl—y—z

I=| dz dy ydx
J0O J 0O 40

Es conveniente verificarlas dibujando diagramas andlogos a la Figura 14.35(b). Por supuesto, las
seis iteraciones producen el mismo resultado.

Algunas veces es dificil visualizar la regién del espacio tridimensional donde se realiza una
integral triple dada. En esas situaciones es (til intentar determinar la proyeccién de esa regién en
uno de los planos coordenados. Por ejemplo, si una regién R estd limitada por dos superficies
con ecuaciones dadas, al combinar estas ecuaciones para eliminar una variable se llegara a la
ecuacién de un cilindro (no necesariamente circular) con ejes paralelos al eje de la variable eli-
minada. Este cilindro determinara entonces la proyeccion de R en el plano coordenado perpendi-
cular a ese eje. El ejemplo que sigue ilustra el uso de esta técnica para calcular el volumen limi-
tado por dos superficies. El volumen se expresa como una integral triple con integrando unidad.

SEIGTILE N Calcule el volumen de la regién R que esta por debajo del plano z = 3 — 2y y por encima
del paraboloide z = x* + 37,
Solucién La regién R se muestra en la Figura 14.36. Las dos superficies que limitan a R s cortan en el

cilindro vertical * + y* = 3 — 2y, 0 x* + (y + 1)* = 4. Si D es el disco circular en el que el cilindro corta
al plano xy, entonces la integracion parcial produce

- [Lao] "

La Figura 14,36 muestra una seccién de R correspondiente a una iteracién posterior de la integral doble

en D
1 =2 — -2
V= J dy J- dx dz
-3 ~SHF =
pero existe una forma mas facil de iterar la integral doble, Como D es un disco circular de radio 2 y cen-
tro (0, —1), podemos utilizar coordenadas polares con centro en ese punto (es decir, x = rcosf,
y=—1+rsend), Asi,

V= j B—2y—x—y)dcdy
D

w

= J (4 —x%— (p+ DB dredy
D

*2n 2 A
= dﬂj (4—:-2]rdr=2:r:(2r2——)
0 0

2

= Bz unidades al cubo

o

4
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\ z=3-2y

i y  Figura 1436 Volumen sobre un paraboloide y por debajo
£ P+ =4 de un plano inclinado.

Como en el caso de integrales dobles, algunas veces es necesario reiterar una integral iterada da-
da, de forma que las iteraciones se realicen en un orden diferente, Esta tarea se realiza mas facil-
mente si podemos expresar la iteracién dada en un dibujo en la regién de integracién. La capaci-
dad de deducir la forma de la regién a partir de los limites en la integral iterada es algo que se
puede adquirir con un poco de practica. Se debe determinar primero la proyeccion de la region
en un plano coordenado, concretamente, el plano de las dos variables de las integrales externas
de la iteraci6on dada.

Es también posible reiterar una integral iterada en un orden diferente manejando algebraica-
mente los limites de integracién. Iustraremos ambos enfoques (gréfico y algebraico) en los si-
guientes ejemplos.

m Exprese la infegral iterada

1 1 z
o] a] sensa
1] ¥ 0

como una integral triple y dibuje la regién donde se realiza, Reitere la integral de forma que las inferaccio-
nes se realicen en el orden: primero y, después z, después x (es decir, el orden opuesto a la iteracién dada),

Solucién Expresaremos J como una integral triple no iterada:

I=JJ flx, y, 2)dV
R

[a integral externa en la iteracién dada muestra que la region R esta entre los planos y =0e y = 1, Para
cada valor de y, z debe estar entre y y 1, Por tanto, R esta por debajo del plano z= 1 y por encima del
plano z =y, y la proyeccién de R en el plano yz es un tridngulo cuyos vértices son (0, 0, 0), (0,0, 1) ¥y
(0, 1, 1). En cualquier punto (0, y, z) del tridngulo, una recta paralela al eje x cortaa Rentrex=0y x =z
Por tanto, el sélido esta limitado por los cinco planos x =0, y =0,z = 1, y =z y z = x, como se puede ver
en la Figura 14.37(a), donde se muestra una seccién y la linea correspondiente a la iteracién dada.

La iteracién requerida corresponde a la seccién y a la linea que se muestran en la Figura 14.37(b). Por

fanto, es
1 1 =
I=J de dzJ [y D dy
0 x 0
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(1,010

- £

(01,1 (0 1.1)

(L0}

Figura 14.37

{a) La region solida de la integral
triple del Ejemplo 5 con una
seccién correspondiente a la
iteracion dada.

{b) El mismo sélido con una

X seccién conforme a la
(a) (b) iteracién deseada.

¥

(S0 TGN Utilice dlgebra para expresar una iteracién de la integral

1 1
I=J dxj dy-lwf{x,y,z)dz
0 x x

con el orden de iteraciones invertido.

Solucién A partir de la iteracién dada podemos expresar tres conjuntos de inecuaciones satisfechas por
la variable externa x, la variable intermedia y y la variable interna z. Las escribiremos en orden como sigue:

Osx<l inecuaciones para x
xsysl inecuaciones para y
Xxsz<sy inecuaciones para z

Nétese que los limites de cada variable pueden ser constantes o pueden depender solamente de variables
cuyas inecuaciones estén por encima de la linea de esa variable (en este caso, las limites de x deben ser
constantes, los de y pueden depender de x, y los de z pueden depender de x y de y). Esto es un requisito de
las integrales iteradas, Las integrales externas no pueden depender de las variables de integracién de las
integrales infernas,

Deseamos construir un conjunto equivalente de inecuaciones donde z esté en la linea superior, después
estén las de y, y finalmente las de x en la linea inferior, Los limites de z deben ser constantes, A partir de
las inecuaciones anteriores determinamos que 0 <x <z yz <y <1, Por tanto, z debe cumplir 0 €z <1,
Las inecuaciones de y pueden depender de z. Como z < y e y < 1, tenemos que z < y < 1. Finalmente, los
limites de x pueden depender de y y de z. Tenemos que 0 <x, x <y y x <z Como ya hemos determinado
que z <y, debemos tener que 0 < x < z, Por tanto, las nuevas inecuaciones son

0<z=<1  inecuaciones paraz
zgy<sl inecuaciones para y
0<x<:z  inecuaciones parax

1 1 'z
=[a] 8] seno
1] z ]

y la iteracién pedida es

Ejercicios 14.5

En los Ejercicios 1-12, calcule las integrales triples en las 1. J.J.J. (1+2x—3))dV,enlacaja —a<x<a
regiones indicadas, Esté atento a las simplificaciones y a R
los 6rdenes de integracién favorables. —b<sy<bh —cxz<e



2 xyzdV,enlacajaBdadapor0€x <1,
B

|
A=Y

€y<0, 15254

3 (3 + 2xy) d¥, sobre el domo hemisférico sélido
oaddD

Ddadopora® +12 + 2 <4yz>0.

4 xdV, en el tetraedro delimitado por los planos

oo JR

coordenados y el lanof+2+f—1
yep a b ¢

5. o +y)dV,enel cubo0<x, y, z< 1.
R

6 (2 + »* + z9) dV, en el cubo del Ejercicio 5.
R

7. (xy + z%) dV, en el conjunto
R

0<z<1— 2 — Iyl
8 yzze_”""d?. enelcubo 0 < x, 251,
o HR
9. sen (my”) d¥, en la pirdmide cuyos vértices son

0, 0), (0,1,0), (L 1,0, (1, 1,1)y(1,1),

10 ydV, enla parte del cubo 0 €x, y, z < 1 que
R

_——

Ec;tﬁporenchnadel plano y + z = 1 y par debajo del
panox+y+z=2

1
11. NRE:;:;ﬁdeﬂamgmhmmmamﬂm

EENMMZ=L2=&y=Qy=zx=Uy
x=y+z

12, J:” cosxcosy coszdV, en el tetraedro definido por
R

x20y20z20yx+yt+tz<a

138 Calcule e = %' "% gy, Sugerencia: Utilice el
R
resultado del Ejemplo 4 de la Seccién 14.4,

14 Calcule el volumen de la regién que esté dentro del
cilindro »* + 4y = 4, por encima del plano xy y por
debajo del plano z = 2+ x.

15. Calcule J:I:[ xdV, siendo T el tetraedro limitado por
r

losplanos x=1,y=1,z=1yx+y+z=2,

16. Dibuje la regién R en el primer octante del espacio
tridimensional que tiene un volumen finito y esta
limitada por las superficies x=0,z=0,x+y=1y
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z = y*, Escriba sefs iteraciones diferentes de la integral
triple de f(x, », 2) en R.

En los Ejercicios 17-20, exprese las integrales iteradas
dadas como integrales triples y dibuje la regién donde se
calculan. Vuelva a iterar las integrales, de forma que la
integral més externa sea con respecto a x y la mas interna
con respecto a z.

r1 rl—z

1
*17— & dy -I. f(x- . Z}ﬂ:
0 1]

llu a
"1

o1
ag | & | @ Jv P
40 od = 0

rl ~l x—z

*10 dz | dx flx, v, 2)dy

40 = 0

sl -Jﬁ? 1

20 | dy dz S,y 2)dx

J O J O P4t
21. Repita el Ejercicio 17 utilizando el método del
Ejemplo 8.

22, Repita el Ejercicio 18 utilizando el método del
Ejemplo 6.

23. Repita el Ejercicio 19 utilizando el método del
Ejemplo 6.

24 Repita el Ejercicio 20 utilizando el método del
Ejemplo 8.

25. Repita el Ejemplo 5 utilizando el método del
Ejemplo 8.

26. Repita el Ejemplo 6 utilizando el método del
Ejemplo 5,

En los Ejercicios 27 y 28, calcule las integrales iteradas
dadas volviendo a iterarlas en un orden diferente
(necesitara realizar un buen dibujo de la regi6n).

1 1 X
«27. J dz -[ dx J & dy
L] z 0
1 1—x 1 sen
28 J de dy_[ i),
0 0 ¥ z(2—2)
28. Defina el valor medio de una funcién integrable
Jx, ¥ z) en una regi6n R del esgacio tridimensional,

Calcule el valor medio de x* + y* + z° en el cubo
0=x<1, 0y, 05zl

+*30 Enuncie un Teorema del Valor Medio para integrales
triples anélogo al Teorema 3 de la Seccién 14,3
Utilicelo para demostrar que si f(x, y, z) es continua
cerca del punto (a, b, ¢) y si B,(a, b, c) es la bola de
radio € centrada en (g, b, ¢), entonces

3
Hﬁiﬂu e .I..l..l.s,m. ., flx.y,2dV=fla b o
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14.6

Cambio de variables en integrales triples

La férmula del cambio de variables para integrales dobles se puede extender a integrales triples
(y de orden superior). Consideremos la transformacion

x = x(u, v, )

y=ylu, v, w)

z=z(u, v, w)

donde x, y y z tienen derivadas parciales primeras continuas con respecto a u, v y w. Cerca de
cualquier punto donde el jacobiano d(x, y, z)/6(u, v, w) sea distinto de cero, la transformacién
escala los elementos de volumen de acuerdo con la férmula

dlx, y, 2)
olu, v, w)

Por tanto, si la transformacién es uno a uno de un dominio §en el espacio uvw en un dominio D
en el espacio xyz, y si

dV =dxdydz = dudvdw

glu, v, w) = flx(, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

m fe, , 2 dxdydz = m glu, v, w}| oG "}

La demostracién es similar a la del caso bidimensional, dada en la Seccién 14.4, Véase el Ejerci-
cio 35 posterior.

entonces

du dv dw

Mediante el cambio de variables x = aw, y = bv, z = ew, cona, b, ¢ > 0, el elipsoide séli-

do E dado por
LA
Fa sz
se transforma en la bola B dada por u* + v* + w* < 1. El jacobiano de esta transformacion es
0 0
oy 29 _|°
B red o g ol it
T 0 0 ¢

por lo que el volumen del elipsoide se expresa como

Volumen de E = J:I. dx dydz
E
= J:” abe dudvdw = abe x (Volumen de B)
B

4
= 3 rabe unidades al cubo

Coordenadas cilindricas

Entre las alternativas mas (tiles a las coordenadas cartesianas en el espacio tridimensional estan
dos sistemas de coordenadas que generalizan las coordenadas polares en el plano, El més simple
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de ellos es el sistema de coordenadas cilindricas. En este sistema se utilizan coordenadas pola-
res ordinarias en el plano xy, y se retiene la coordenada cartesiana z para medir distancias verti-
cales. Por tanto, un punto en el espacio tridimensional tendrd coordenadas cilindricas [r, 0, z],
relacionadas con las coordenadas cartesianas (x, y, z) mediante la transformacion

x=vrcosf), y=rsenfl, z=z
La Figura 14.38 muestra un punto P localizado mediante sus coordenadas cilindricas [r, 6, z] y

también mediante sus coordenadas cartesianas (x, y, z). Nétese que la distancia a P desde el ori-
gen es

d=/P+2= /P +)F+7F

m El punto con coordenadas cartesianas (1, 1, 1) tiene coordenadas cilindricas [\/E. n/d, 1],
El punto con coordenadas cartestanas (0, 2, —3) tiene coordenadas cilindricas [2, n/2, —3]. El punto con
coordenadas cilindricas [4, —=/3, 5] tiene coordenadas cartesianas (2, —2.,/3, 5). -

Las superficies coordenadas en coordenadas cilindricas son las superficies # (cilindros circulares
verticales centrados en el eje z), las superficies 6 (semiplanos verticales con limite en el eje z) y
las superficies z (planos horizontales) (véase la Figura 14.39). Las coordenadas cilindricas son
adecuadas para representar dominios limitados por este tipo de superficies y, en general, en pro-
blemas con simetria axial (respecto al gje z).

. Cilindro » = constante
P=(x,y2) \___
/‘*—-. P=|r#,z]
<\\— Plano horizontal
[ z = constante
¥ \1«_\__ 5
Semiplano vertical
x X 1= constante
Figura 14.38 Coordenadas cilindricas de un punto, Figura 14.39 Superficies coordenadas en coordenadas
cilindricas,

El dlemento de vohmnen en coordenadas cilindricas s
dV = rdrdf dz

como se puede apreciar facilmente examinando la «caja» infinitesimal limitada por las superfi-
cies coordenadas correspondientes a los valores r, r +dr, 0, 0 + db, z y z + dz (véase la Figu-
ra 14.40) o calculando el jacobiano

cos@ —rsenfl 0
senfl  rcosfl 0
0 0 1

o, » 2)

o 6, 2)

=r
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dV =rdrdidz

—_—

Figura 14.40 Elemento de volumen en coordenadas cilindricas,

m Calcule (x* + %)@V en la regién del primer octante limitada por los cilindros
xz+f=1yx2+yz=4,ypgrlosplaxn52=0,z=1,x={]yx=y.

Solucién En términos de coordenadas cilindricas la regién esta acotada por r=1, r=2, 6 = n/4,
=n/2,z= 0y z=1 (véase la Figura 14.41), Es una caja coordenada rectangular en el espacio rlz. Como
el integrando es ¥* + y* = /%, la integral es

R
‘““”(";)(TI) w

Esta integral habria sido mucho més dificil de calcular en coordenadas cartesianas. -

S TGl Utilice una integral triple para calcular el volumen de la region sélida que estd dentro de
la esfera x* + y* + z* = 6 y por encima del paraboloide z = x* + y%

Solucién La cuarta parte del volumen requerido estd en el primer octante (véase la regién R en la Figu-
ra 14.42). Las dos superficies se cortan en la superficie del cilindro vertical

B —x* —yt =22 = (F +)P)?
o, en términos de coordenadas cilindricas, 6 — #* = #*, es decir,
A+F—-6=0
#+3)0F—2 =0
La tnica solucién relevante a esta ecuacién es r = ﬁ Por tanto, el volumen pedido esta por encima del
disco de radio \/5 , centrado en el origen, en el plano xy. El volumen total ¥ de la region es

(e[ fo= L

=2n J-ﬁ (r\fm— ) dr
0

6./6 8 Zn
=&|l—FV—-x5—1 =?(B 6 — 11) unidades al cubo
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(]

X

e +_1'}l +2i=6

Figura 14.41 Figura 14.42

Coordenadas esféricas

En el sistema de coordenadas esfiéricas un punto P en el espacio tridimensional se representa
por un triplete ordenado [p, ¢, 6], siendo p (letra griega «rho») la distancia desde P al origen, O,
¢ (letra griega «phi») es el dngulo que forma la recta radial OP con la direccién positiva del eje
z, y 8 es el angulo que forman el plano que contiene a P y al eje z con el plano xz (véase la
Figura 14.43). Por convenio, se restringen las coordenadas esféricas de forma que p >0,
0<¢p<ny0<0<2r(0 —n<0<n) Todo punto que no esté en el eje z tendra una tinica
representacién en coordenadas esféricas y, por tanto, la transformacién de coordenadas cartesia-
nas (x, y, z) a coordenadas esféricas [p, ¢, 0] serd uno a uno fuera del eje z. Utilizando los tridn-
gulos rectdngulos que se muestran en la figura, podemos ver que esta transformacion esta dada

por:
x=psen¢cosl
y=psen¢send
z= pcos ¢
Obsérvese que

=+ +22=~F+7
y que la coordenada » en coordenadas cilindricas estd relacionada con p y ¢ por

r=m=psen¢

Por tanto, también tenemos

s

Si ¢ =00 ¢= m, entonces r =0, por lo que la coordenada 0 es irrelevante en los puntos
del eje z.

La Figura 14.44 muestra algunas superficies coordenadas en coordenadas esféricas. Las su-
perficies p (p = constante) son esferas centradas en el origen; las superficies ¢ (¢ = constante)
son conos circulares cuyo eje es el eje z; las superficies § (6 = constante) son semiplanos verti-
cales con un extremo en el eje z. Si tomamos un sistema de coordenadas con origen en el centro
de 1a tierra, el eje z que pase por el polo norte y el eje x que pase por la interseccién del meridia-
no de Greenwich con el ecuador, entonces las intersecciones de la superficie de la tierra con las
superficies ¢ son los paralelos de latitud, y las intersecciones con las superficies 6 son los
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¢ = cono
constante

P=(xy.2)

P=[p.¢,0]

p = esfera
constante

# = semiplano vertical
constanie

Figura 14.43 Coordenadas esféricas de un punto. Figura 14.44 Superficies coordenadas en coordenadas esféricas,

meridianos de longitud. Como la latitud se mide desde 90° en el polo norte a —90° en el polo
sur, y ¢ se mide desde cero en el polo norte hasta n (= 180°) en el polo sur, la coordenada ¢ se
denomina frecuentemente coordenada de colatitud; 0 es la coordenada de lomgitnd. Obsérvese
que 6 tienen la misma significacién en coordenadas esféricas que en coordenadas cilindricas.

Ejemplo 5 KSR

(@) Las coordenadas cartesianas del punto P cuyas coordenadas esféricas son [2, n/3, =/2].
(b) Las coordenadas esféricas del punto Q cuyas coordenadas cartesianas son (1, 1, \/2).
Solucién
(@) Sip=2, ¢ =n/3y8 =n/2 entonces
x = 2sen(n/3) cos (n/2) =
y = 2sen(r/3) sen (z/2) = ﬁ
z=2cos(mf3) =1
Las coordenadas cartesianas de P son (0, ﬁ 1).
(b) Dado que
psengcosf=x=1
psengsent =y =1

pcm¢=z=\/§
caleulamos que p*=1+1+2=4, por lo que p=2 Ademss, »=1+1=2, por lo que
=ﬁ. Entonces, tan¢ = r/z=1, por lo que ¢ =n/4. Ademés, tanf = y/x =1, por lo que
0 = n/4 o Sx/4. Como x > 0, debemos tener 0 = n/4. Las coordenadas esféricas de O son [2, n/4,
/4],
|

Observacion Podemos preguntarnos por qué las coordenadas esféricas se expresan en el or-
den p, ¢, 0 en vez de p, 0, ¢. La razén, que veremos més clara en el Capitulo 16, es que la
triada de vectores unitarios en cualquier punto P que apuntan en las direcciones de p, ¢ y 0 cre-
clentes forman una base orientada a la derecha en vez de orientada a la izquierda.

El elemento de volumen en coordenadas esféricas es

dv = p’sen ¢pdpd e d

Para ver que esto es asi, observemos que las dimensiones de la caja coordenada infinitesimal 1i-
mitada por las superficies coordenadas correspondientes a los valores p, p + dp, ¢, ¢ + de, 0y
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0 +d0 son dp, pd@ y psen ¢pdl (véase la Figura 14.45), También se puede calcular el jacobia-
no de la transformacién;

sen¢g cosf pcos¢ cosf@ —psen ¢ send
sen ¢ senf pcos¢ senfl  pseng cost
cos ¢ — psen ¢ 0

éx, y, 2) _
élp, ¢ 0)

pcos¢ cos —psene send
pcos¢sentl  pseng cosd

= coS ¢

sen¢ cos — psen¢ send
sen¢ senfl  psen ¢ cos

= cos ¢ (p*sen ¢ cos @) + p sen ¢ (psen® @)

=p’sen¢

+ psen ¢

Las coordenadas esféricas son adecuadas en problemas con simetria esférica y, en particular, en
regiones limitadas por esferas centradas en el origen, conos circulares cuyos ejes sean el eje z, y
planos verticales que contengan al eje z.

(&)

pseng di

o8] —

dﬁ,’:pz sen g dp dep )

Figura 14.45 Elemenio de volumen en coordenadas esféricas,

ST TALE N Una semibola sélida H de radio a tiene una densidad que depende de la distancia p a cen-
tro del disco de su base, La densidad se expresa como k(2a — p), siendo k una constante, Calcule la masa
de la semibola.

Soluciéon EHigiendo un sistema de coordenadas cuyo origen sea el centro de la base, y de forma que la
semibola esté por encima del plano xy, podemos calcular la masa m pedida como sigue:

m= JJ.J k(2a — p)dV = J]J k(2a — p)p*sen pdp dpdo
H H
2m 2 a
=£:J dﬂ-r senqbdq!}-l. (2a — p)pdp
0 1] L]

2 1 5
= 2kn x 1 X% (gaﬂs_;ﬂ‘) =Emka4mlidades

0
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Observacion En el ejemplo anterior, tanto el integrando como la regién de integracion tienen
simetria esférica, por lo que la eleccién de coordenadas esféricas para realizar la integraci6n era
lo més apropiado, L.a masa se podria haber calculado también en coordenadas cilindricas, La ite-
racion en este caso seria

2n a \fc?j
m=J dﬂjrdrj k@2a— /¥ + ) dz
0 0 0

y es dificil de calcular, En coordenadas cartesianas es atin mas dificil:

i R p e
m=4j dxj dyj k(2a — Jx*+y: +20) dz

La eleccién del sistema de coordenadas puede afectar grandemente a la dificultad de célculo de
una integral muiltiple.

En muchos problemas aparecerdn elementos con simetria axial y esférica. En tales casos pue-
de no estar claro si es mejor utilizar coordenadas esféricas o cilindricas. En estos casos dudosos,
el integrando es en general la mejor gufa. Se utilizardn coordenadas cilindricas o esféricas si el
integrando depende, respectivamente, de x* + 3 0 x* + y* + 2%,

(S0 TG El momento de inercia respecto al eje z de un sélido con densidad & que ocupa la regién R
estd dado por la integral (véase la Seccién 14.7)

I= H 5 o + A ddv

Calcule el momento de inercia de un sélido de densidad unidad que ocupa la regién en el interior de la
esfera x* + y* + # = 44” y fuera del cilindro »® + * = g%

Solucién Véase la Figura 14,46, Utilizando coordenadas esféricas el momento de inercia pedido es

2 irs 2a
I=2J dﬂr senqbdt;b-l. p*sent ¢gp?dp
0 /o afsens

Figura 14.46 Una bola sélida con un aguyjero cilindrico
a través de ella.

Utilizando coordenadas cilindricas es
2 2a fdagt— 2
I1=2 J do J rdr J Pz
(1] a (1]
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La tltima férmula parece algo mas facil de evaluar, Continuaremos con ella, Calculando las integrales en ¢

y en z, obtenemos
2a
I=4EJ . Jia* — Far

Haciendo el cambio u = 4a® — ##, du = —2rdr, se llega a
S V2 NPT 44
— 2 _ = Eu___ —_ 5
I Zrz-l. (da u)ﬁfﬁa 2::(413 32 51,2)E z ﬁm

0

Ejercicios 14.6

1. Convierta las coordenadas esféricas [4, &/3, 2r/3] en £1. En el primer octante, ;!antrezlos planosy=0ey=xy

coordenadas cartesianas y en coordenadas cilindricas. deritro el elipscins A ., SR
2. Convierta las coordenadas cartesianas (2, —2, 1) en a@ b
coordenadas cilindricas y en coordenadas esféricas. Utilice el cambio de variables sugerido en el Ejemplo 1.
3 Convierta las coordenadas cilindricas [2, n/6, —2] en x_z Jj_ 2_2 _
coordenadas cartesianas y en coordenadas esféricas. +E8. Limitada por el hiperboldide /7 +7z — z =1y los
4. Las coordenadas esféricas de un punto P son [1, ¢, 6] planosz= —cyz=c
y sus coordenadas cilindricas son [r, n/4, r]. Calcule las 28, Por encima del plano xy y por debajo del paraboloide
coordenadas cartesianas de dicho punto. # o
Describa los conjuntos de puntas del espacio tridimensional il

que satisfacen las ecuaciones de los Ejercicios 5-14. Aqui,

s s I ¥ cean |ag coprdenades Aproplcaptiinddeas G g psiiile ||| 52248 02 sands meal diidtio
; il
5. 0 =n/2 & ¢ =213 0<¥ +y<d 0sz<h
7. p=m2 & p=4 25. Calcule (& + %) dV, siendo B la bola dada por
— — W B
8r= B o
M p=vr 12 p=2x -~
12 p =2cos ¢ 14 r = 2cosf 26. Calcule B(,rz+y2+22)dli’.slendnﬂ la bola del
En los Ejercicios 15-23, calcule los volimenes de las Ejercicio 25.
regiones indicadas. 22
27. Calcule +y* + z°) dV, slendo R la regién que
15. En el interior del cono z = /x* + )* y de la esfera ,__R(x? 2 ) glon qu
F+y+F=d esta por encima del cono z = ¢,/x” +” y dentro de la
16. Por encima de la superficie z = (¢ + %) y dentro de esferax* +)% + 2 = d"

la esfera % + y* + 22 = 2,

28 +y9dVenl Rdel E 27,
17. Entre los paraboloides z = 10 — 22 — 3% y Calcule J:I.R(f %) dV en la regi6n jercicio

z=202+)y —1). ;
18 Dentro del paraboloide z = x? + )2 y de la esfera 29. Calcule " zdV en la regién R que cumple
¥yt =12, Ay <z -2 ).
19. Por encima del plano xy, y dentro del cono .
=2q— . /¥°+* 2 = 30. Calcule xdV zdV en la parte de la
z=2a x* + y* y del cilindro x* + ¥ = 2ay. 1] s y .I:L parti
2. Por encima del plano xy, y debajo del paraboloide semiesfera 0 < z < /a? — x° — )7 estd en el primer

z=1—x2—fydelacuﬁa—x£y£\/_3x. octante,
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+31. Calcule JJJ xdVy -I.J.J. zdV enla parte del cono  +34 Demuestre que en coordenadas esféricas la ecuacién
R R

de Laplace se expresa como
¥+ 2y
Dgzgk(l—\’i }’2) 52u+25u cot¢ﬂu+1r3 1 Fu
a W o 09 PR e
que est4 en el primer octante, *8% Six, y y z son funciones de u, v y w con derivadas
+32, Calcule el volumen de la regién que esta dentro del parciales primeras continuas y jacobiano no nulo en
2y (4, v, w), demuestre que transforman un elemento de
ellpsolde EtEt T 1 y por encima del plano volumen infinitesimal en el espacio uwow, limitado por
o los planas coordenados u, u + du, v, v +dv, wy
= y ' w + dw, en un «paralelepipedo» infinitesimal en el
+38. Demuestre que en coordenadas cilindricas la ecuaci6n espacio xyz cuyo volumen es
de Laplace ﬂl’x 2)
afu Fu ﬁzu dedydz = |2 | du o dw
f et "
se expresa como Sugerencia: Adapte el argumento bidimensional dado
. # ) en la Seccién 14.4. ;Qué tres vectores en el punto
&u s 1 0u ’3“ 1 0u ‘3 -0 P = (x{u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) generan el
F ror Po paralelepfpedo?

P.'WAl Aplicaciones de las integrales multiples

Cuando expresamos el volumen ¥ de una regién R en el espacio tridimensional mediante una

J‘”
R

estamos considerando ¥ como una «suma» de infinitos elementos infinitesimales de volumen, es
decir, como el limite de la suma de volimenes de subregiones no solapadas cada vez més peque-
fias en las que subdividimos R. Esta idea de representar mediante integrales las sumas de ele-
mentos infinitesimales de magnitudes tiene muchas aplicaciones.

Por ejemplo, si un cuerpo rigido de densidad constante § g/cm® ocupa un volumen ¥ em?,
entonces su masa es m = §V g, Si la densidad no es constante sino que varfa de forma continua
en la regién R del espacio tridimensional ocupada por el cuerpo rigido, es decir, 6 = é(x, y, z),
podemos considerar todavia que la densidad sera constante en un elemento infinitesimal de R
cuyo volumen sea d¥. La masa de este elemento es, por tanto, dm = é(x, y, z) d¥, y la masa del
cuerpo completo se calcula integrando estos elementos de masa en R:

m= ||| #6raav

Se aplican férmulas similares cuando el cuerpo rigido es unidimensional o bidimensional, y su
densidad se expresa en unidades de masa por unidad de longitud o por unidad de 4rea. En estos
casos son necesarias integrales simples o dobles para sumar los elementos individuales de masa.
Todo esto funciona porque la masa es «aditiva», es decir, 1a masa de un objeto compuesto es la
suma de las masas de las partes que componen el objeto, Las édreas superficiales, fuerzas gravita-
cionales, momentos y energias que consideraremos en esta seccion tienen esta propiedad de adi-
tividad.
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Area de la superficie de una gréfica

Podemos emplear una integral doble en un dominio D del plano xy para sumar elementos de 4rea
de superficie y, por tanto, calcular el érea total de la superficie ¥ cuya ecuacion es z = f(x, ),
definida para (x, y) en D. Suponemos que f tiene derivadas parciales primeras continuas en D,
de forma que & es suave y tiene planos tangentes no verticales en P = (x, y, f(x, y)) para todo
(x, ¥} en D. El vector

n= —fix, )i- flx, »j+k

es normal a & en P, y apunta hacia arriba. Un elemento de 4rea dA situado en la posicién (x, y)
del plano xy tiene una proyeccién vertical en & cuya area dS es secy multiplicada por el area
dA, siendo y el dngulo que forman m y k (véase la Figura 14.47).

Figura 14.47 El elemento de 4rea de superficie S en la
dy superficie z = f{x, y) es secy multiplicado por su proyeccién
vertical d4 en el plano xy.

Como
nek B 1
mikl 1+ (fik )7 + (b )

o i
SNECRGR

Calcule el 4rea de la parte del paraboloide hiperbdlico z =x* — 3* que estd dentro del
cilindro x* + y* = &%

Solucién Como dz/dx = 2x y dz/dy = —2y, el elemento de 4rea de superficie es
ds=. /1 +4F + H*dd = /1 + 4P rdrdd

cosy =

tenemaos

Por tanto, el drea de & es
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El 4rea de la superficie requerida es la integral de 4S en el disco r < a:

21 a
S=J dﬂj 1+ 8 rdr Seau=1+ 4"
0 0

1+ 4t

= (2n) é \/;tdu

(2
= —| — F’z
1 (5)

Atraccion gravitatoria de un disco

La ley de la gravitacién universal de Newton establece que dos masas puntuales m, y m,, separa-
das por una distancia s, se atraen entre sf con una fuerza

kom ym,
s

siendo k una constante universal. La fuerza sobre cada masa se dirige hacia la otra, en la recta
que une las dos masas. Supongamos que un disco plano D de radio @, que ocupa la regién
¥ + 3 < a* del plano xy, tiene una densidad de drea constante ¢ (unidades de masa por unidad
de area). Vamos a calcular la fuerza total de atraccién que ejerce este disco sobre una masa m
situada en el punto (0, 0, b) en el eje z positivo. La fuerza total es una magnitud vectorial. Aun-
que los elementos de masa del disco estdn en direcciones diferentes respecto a la masa m, la
simetria del problema nos indica que la fuerza neta actuard en la direccién que apunta hacia
el centro del disco, es decir, hacia el origen. Por tanto, la fuerza total serd —Fk siendo F su
médulo.

Calcularemos F integrando la componente vertical dF de la fuerza de atracci6n sobre m debi-
da a la masa g dA en un elemento de 4rea dA del disco. Si el elemento de 4rea est4 en el punto
cuyas coordenadas polares son [r, 6], y si la recta que va desde este punto (0, 0, ) forma un
angulo ¥ con el eje z, como se muestra en la Figura 14.48, entonces la componente vertical de la
fuerza de atracci6én que ejerce el elemento de masa g dA sobre m es

kmodA dA
= - —E
d rz+b2cosu‘f kmab Z+ )

1+ da? n
~ 3 (1 + 44%32 — 1) unidades al cuadrado

F=

¥,

Figura 14.48 Cada elemento de masa o d4 atrae a m
en una direccion diferente,
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De acuerdo con esto, la fuerza de atraccién vertical total que ejerce el disco sobre m es

dA
F = kmab J,LW

2n a
=RmcrbL dﬁfn(rzi—d;%’z Seau=r + ¥

a? + B

= kmab j w2 du

b2
I b
= qhkmob | —= =2nkmo | 1 - ——
(ﬂ) bt ( Ja+ bz)

Observaciéon Si hacemos que a tienda a infinito en la férmula anterior, obtendremos la f6r-
mula F = 2nkmo, que representa la fuerza de atraccién de un plano con densidad de éarea o so-
bre una masa m situada a una distancia b de dicho plano. Obsérvese que F no depende de b.
Intente razonar en términos fisicos por qué debe ser asf,

Observacion La fuerza de atraccién sobre una masa puntual debida a objetos sélidos simétri-
cos (como bolas, cilindras y conos) con densidad & constante (unidades de masa por unidad de
volumen) se puede obtener integrando las contribuciones de elementos de fuerza formados por
secciones finas con forma de disco del sélido. Véanse los Ejercicios 14-17 posteriores.

Momentos y centros de masa

El centro de masa de un cuerpo rigido es aquel punto (fijo en el cuerpo) del que dicho cuerpo se
puede suspender de forma que en presencia de un campo gravitatorio constante no experimentara
torques debidos a desequilibrios que hagan que rote. Los torques experimentados por un elemen-
to de masa dm del cuerpo se pueden expresar en funcién de los momentos de dm respecto a los
tres planos coordenados. Si el cuerpo ocupa una regién R en el espacio tridimensional, y tiene
una densidad de volumen continua é(x, y, z), entonces el elemento de masa dm = d(x, y, z)dV
que ocupa el elemento de volumen dV tiene momentos (x — x;) dm, (y — yo) dm y (z — z;) dm
con respecto a los planos x = xg, ¥ = ¥ Y z = 2, respectivamente, Por tanto, los momentos tota-
les del cuerpo respecto a estos tres planos son

M= x — x)d(x, y, 2) dV = My — xgm
JoJ JE

M., = A v — yo)olx, y, 2)dV = Mo — ygm

Mz-% = |:2' i ZQ}IS(X, W 2} dV: Mz‘ﬂ — Zg
R

o ol W

siendo m = ﬂh 0dV la masa del cuerpo, y M,_q, M, .o y M., los momentos respecto a los
planos coordenados x = 0, y = 0 y z = 0, respectivamente, E] ceniro de masas P = (x, y, z) del
cuerpo es el punto en el que M, _; M,_; y M,_;: son todos iguales a cero. Por tanto,
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Ceniro de masas

El centro de masas de un sélido que ocupa la regién R en el espacio tridimensional y que
tiene una densidad continua é(x, y, z) (unidades de masa por unidad de volumen) es el pun-
to (x, y, z) cuyas coordenadas estan dadas por

§= e H ”5 ‘W' M, ”Ly& dV'
oo 7 o
oL

T B

-l

Estas féormulas se pueden combinar en una tinica férmula vectorial que exprese el vector de posi-
ci6n ¥ = xi + yj + zk del centro de masas en funcién del vector de posicién r= xi+ yj + zk
de un punto arbitrario de R,

Mttt e J]]5

S

donde la integral de la funcién vectorial é r debe entenderse como el vector cuyas componentes
son las integrales de las componentes de §r.

Observacion Se pueden obtener expresiones similares para distribuciones de masas en regio-
nes del plano o en intervalos de una recta. Se utilizan las densidades de 4rea o lineal apropiadas
e integrales dobles o simples.

Observacion 5i la densidad es constante, se cancela en las expresiones del centro de masa.
En este caso, el centro de masa es una propiedad geométrica de la regién R y se denomina cem-
troide 0 ceniro de gravedad de dicha region.

m Calcule el centroide del tetraedro T limitado por los planos coordenados y por el plano

X y =z
ST 4i=1
a b ¢

Soluciéon La densidad se supone constante, por lo que supondremos que es la unidad. La masa de T es,
por tanto, igual a su volumen: m = ¥ = abe/6. El momento de T con respecto al plano yz es (véase la Figu-

ra 14.49):
. m xav
(1—3) el —F—
Tl o

B(1 —3)
—c| xax f=2 tin
fi] 0 a b
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SR

b
Por tanto, £= M, o/m = a4, Por stmetriz, ¢l centraide de T es G T E)

Figura 14.49 Diagrama de iteracién de una integral triple
en el tetraedro del Ejemplo 2.

Calcule el centro de masa de un sélido que ocupa la regién S que cumple x >0, y =0,
22 0yx*+ )" + Z < a, sila densidad a una distancia p del origen es kp.

Solucion Ia masa del sélido se distribuye simétricamente en la parte del primer octante de la bola
p < a, por lo que el centro de masas, (x, y, 2), debe cumplir x = y =z, La masa del sélido es

2 /2 a 4
m= J.J.J. kpdV=J dﬂJ senqbdqb-l. {kﬂ]ﬁzdﬁ?:%
s 0 0 1]

El momento respecto al plano xy es
- J:U zkpdV = J.J.J. (kp) pcos ¢p”sen dpdp dpdo
s s

Trﬂ Trl.fﬂ a
=5J dﬂj sen(w)mj =
2 (1] (1] (1]

20
_ knd |kma' 2 2a 2a 2
Por consiguiente, z = E—S/T = ?a y el centro de masas es (?a ?a. ?a)
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Momento de inercia
La emergia cimética de una particula de masa m que se mueve con velocidad v es

1
KE=EHIUZ

La masa de la particula mide su inercia, que es dos veces la energia que tiene cuando su veloci-
dad es de una unidad.

Si la particula se mueve siguiendo una circunferencia de radio D, su movimiento se puede
describir en funcién de su velocidad angnlar, Q), que se mide en radianes por unidad de tiempo.
En una revolucién la particula recorre una distancia 2z.D en un tiempo 2z/Q. Por tanto, su velo-
cidad v (de traslacién) se relaciona con su velocidad angular mediante la expresién

p= QD

Supongamos que un cuerpo rigido estd girando con velocidad angular  con respecto a un eje L.
Si (en algun instante) el cuerpo ocupa una regién R cuya densidad es 6 = 8(x, y, z), entonces
cada elemento de masa dm = § dV del cuerpo tiene energia cinética

1 1
dKE=EUzdm=E§QZD2dV

siendo D = D(x, y, z) la distancia perpendicular desde el elemento de volumen 4V al eje de rota-
cién L. La energia cinética total del cuerpo en rotaci6n es, por tanto,

KE = L e ”J D*sdv = 11:12
2 i 2

1= [[[ o

I se denomina mmmento de imercia del cuerpo en rotacién respecto al eje L. El momento de
inercia tiene el mismo papel en la expresion de la energia cinética de rotacién (en funcién de la
velocidad angular) que la masa en la expresion de la energia cinética de traslacién (en funcién
de la velocidad lineal). El momento de inercia es dos veces la energia cinética del cuerpo cuando
gira con velocidad angular unidad.

Si toda la masa del cuerpo en rotacién estuviera concentrada a una distancia D, del eje de
rotacion, entonces su energfa cinética seria ; mD}Q’. El radio de giro D es el valor de Dy para
i],éue esta energia es igual a la energia cinética real 3 IQ® del cuerpo en rotacién. Por tanto,

= I, y el radio de giro es
12
], sar
B e =

oo

SETALE N (Aceleracién de una bala que rueda)

(a) Calcule el momento de inercia y el radio de giro de una bola sélida de radio a y densidad constante &
con respecto a un didmetro de dicha bola,

(b) ¢Con qué aceleracién lineal rodara la bola (sin deslizamiento) por un plano inclinado que forma un 4n-
gulo o con la horizontal?

siendo
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Solucion

(a) Tomaremos el eje z como didmetro e integraremos en coordenadas cilindricas en la bola B de radio a
centrada en el origen. Como la densidad d es constante, tenemos

;=5” Fav
B
o pa JE—
=5J dﬂj rsdr_[ dz
0 0 - J&=F
=4najaﬁﬂw Seau=a’ —r*
1]
at
=2n5-|. (@ — u)/udu
i]

r
= 2nd (g alu’? — 2 um)

8
— 5
5 15 ™4

Como la masa de la bola es m = 3 nda’, el radio de giro es

5= L= fa

(b) Podemos determinar la aceleracién de la bola utilizando la ley de la conservacién de la energia total
(cinética més potencial). Cuando la bola rueda por el plano con velocidad v, su centro se mueve con la
misma velocidad v, y plerde altura con una velocidad de vsena (véase la Figura 14.50). Como la bola
no se desliza, rota respecto a un eje horizontal que pasa por su centro con velocidad angular Q = v/a.
Por consigulente, su energia cinética (debida a la fraslacién y la rotaci6n) es

1 1

0

KE = — me® + = IC¥?
2 2
1 12 T
= — +——m2—=— 2
2”"’2 25 Z 10™

Figura 1450 Velocidad real y velocidad vertical de una bola

que rueda por un plano inclinado como en el Ejemplo 4.

Cuando el centro de la bola estd a una altura # (por encima de la altura de referencia), la bola tiene una
energia potencial (gravitatoria)
PE = mgh

Esta energia es el frabajo que se debe realizar contra la fuerza gravitatoria constante F = mg para elevar la
bola a una altura 4. Como la energia total se conserva,

7
s mv® + mgh = constante
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Diferenciando con respecto al tiempo ¢, se obtiene

7 dv

dh 7 dv

0——m2v—r+mg—=—mv——mgvsena

10 d

dt 5  di

dv S
Por tanto, la bola rueda por el plano inclinado con aceleracién £ = 7 gsena.

Ejercicios 14.7

Problemas de drea de superficies

Utilice integrales dobles para calcular las 4reas de las
superficies en los Ejercicios 1-9.

1. La parte del plano z = 2x + 2y que esta dentro del
cilindro #* + y* = 1.

2. La parte del plano 5z = 3x — 4y que esté dentro del
cilindro eliptico x* + 4y* = 4.

3 El hemisferlo z = m.

4 La superficie semielipsoidal z = 2, /1 — ¥ — y%,

5 Lasuperficie cénica 327 =x* +)%, 0<z< 2.

6. El paraboloide z= 1 — x* — y* en el primer octante,

7. La parte de la superficie z = »* que esté por encima del
tridngulo cuyos vértices son (0, 0), (0, 1) y (1, 1).

8 Lapanedelasuperﬂciez=\/;:queestéporencima
delaregon 0<x< 1,0 <y <. /x

8. La parte de la superficie cilindrica x* + 22 = 4 que est4
por encimade laregibn 0 s x <2 0y <x

10. Demuestre que las partes de las superficies z = 2xy y
z=x" + )* que estan en el mismo cilindro vertical
tienen la misma érea,

11. Demuestre que el drea S de la parte del paraboloide
z =1 (* + 3% que esta por encima del cuadrado
—1<x<1, —1<y<1esti dada por

8 [ 2
s=—J (1 + sec? 6)¥2d — —
3 |4 3
y utilice métodos numéricos para calcular el drea con
tres cifras decimales de precision.

+12. El dosel que se muestra en la Figura 14.51 es la parte
de la semiesfera de radio ﬁ centrada en el origen
que esta por encima del cuadrado —1<x< 1,
—1 <y < 1. Calcule su 4rea. Sugerencia: Es posible
obtener una solucién exacta, calculando primero el
drea de la parte de la esfera x* + y* + 2 = 2 que est4
por encima del plano z = 1. Si resuelve el problema
directamente integrando el elemento de area de
superficie que esta por encima del cuadrado, puede

obtener una integral que no se puede calcular de
forma exacta, y tendra que utilizar métodos
numéricos.

Figura 1451

Masa y atraccién gravitataria

13. Calcule la masa de un planeta esférico de radio a cuya
densidad a una distancia R del centro es
5 =A/(B+ RY.

En los Ejercicios 14-17, calcule la atraccién gravitatoria
que los objetos dados ejercen sobre una masa m situada en
la posicién (0, 0, b). Suponga que los objetos tienen una
densidad constante §. En cada caso se puede obtener la
respuesta integrando las contribuciones hechas por discos
de espesor dz, utilizando la férmula de la atracci6én que
ejerce el disco obtenida en el texto,

14 Labola x* + y* + 22 <@’ cona < b.
15. Fl cilindro x* + % < 4?, 0 <z < h, con h < b,

16 Fl cono 0 €z < b — (/x* +y9)/a.
17. Lasemibola 0 < z< Ja* — ¥ — )", con a < b.

Ceniros de masa y cenirides

18 Calcule el centro de masa de un objeto que ocupa el
cubo 0 < x, y, z < a y cuya densidad est4 dada por
d=x*+y*+7

Calcule los centroides de las regiones de los Ejercicios 19-22.
18 Elprismax=20,y20,x+y<1,0<z<1,
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20. La region no acotada 0 € z e **), de A (;por qué?). Suponga que el péndulo esta

ascilando. Sea @ = (1) el desplazamiento angular de
XL Laparts del. primer octanto de 2 ola la recta AC con respecto a la vertical en el instante ¢

*+yF+2<d (6 = 0 cuando el péndulo estd en su posicién de

22, [aregion que estd dentrodel cubo 0 < x, y, z< 1y reposo). Utilice un argumento basado en la ley de la
por debajo del planox +y +z= 2, conservacion de la energia semejante al del Ejemplo 4

para demastrar que

Momentos de inercia 1 /doN2

23. Explique en términos fisicos por qué la aceleracién de 2 1 (E) — mgacos f = constante
la bola que rueda por el plano inclinado en el Ejemplo
4 no tiende a g (la aceleracion debida a la gravedad) y. a partir de aqui, diferenciando con respecto a ¢, que
cuando el angulo de inclinacién « tiende a 90°. y

Calcule los momentos de inercia y los radios de giro de los Er Tgsen 0=0

objetos sélidos de los Ejercicios 24-32. Suponga en todos
los casos que la densidad es constante. Esta es una ecuaci6n diferencial no lineal, y no es

24 Un cilindro circular cuyo radio en la base es a y cuya facil de resolver. Sin embargo, para oscilaciones

altura es h, con respecto al eje del cilindro, pequefias {|6| pequefio) podemos utllizar la
aproximacién sen @ =~ 0. En este caso la ecuaci6n
25. Un cilindro circular cuyo radio en la base es a y cuya diferencial es la del movimiento arménico simple.

28. Un cono circular recto cuyo radio en labase es a y

T AL R, O R A R +37. Sea L, una linea recta que pasa por el centro de masa

de un cuerpo rigido B de masa m. Sea L; una recta

£7. Un cono circular recto cuyo radio en la base es a y paralela a L, y a k unidades de distancia. Si I; e I; son
cuya altura es A, con respecto a un didmetro de su los momentos de inercia de B con respecto a Ly y Ly,
base. respectivamente, demuestre que Iy = I + m.

Teniendo esto en cuenta, podemos ver que un cuerpo

28 Un cubo de lado a con respecto a uno de sus lados. slempre tendrd su momento de tnercta =

29. Un Cubﬂ fh lafkl a con I'ESPECtO a la diagﬂnal de una de res[mcto un eje que Pase mr su centro ch masa,

S caras: Sugerencia: Suponga que el eje z colncide con Ly y L;

30. Un cubo de lado a con respecto a su diagonal. pasa por €l (£ 0, 0).

81. La caja rectangular —a<x<a, —b<y<h, +*38. Vuelva a obtener la expresion de la energfa cinética
—e¢ <z < ¢ con respecto al eje z, total de la bola en rotacién del Ejemplo 4,

B e e lnis i s considerando que en cualquier instante la bola esta
4y =dadyx+y’ =5 (con0<a<Db)yentre rotando con respecto una recta horizontal que pasa
z=0yz=c sobre el eje z por su punto de contacto con el plano inclinado,

Utilice el resultado del Ejercicio 37.

33 Una bala de radio @ tiene densidad constante 8, Se
realiza un agujero cilindrico de radio b < a a través del *38 (Productos de inercia) Un cuerpo rigido con

centro de la bola. Calcule la masa de la parte restante densidad § se sitia con su centro de masas en el
de la bola y su momento de inercia con respecto al eje origen y ocupa una regién R del espacio
del agujero, tridimensional. Suponga que sus seis momentos

34 ;Con qué aceleracion rodara (sin deslizamiento) un ;eélglgmodos Py Py, Pezy Py, Pro y Py son conocidos,
cilindro sélido con radio en la base a, altura k y
densidad constante 6 por un plano inclinado que forma _ _
un angulo 2 con la horizontal? P szﬁdl’. Py = R"}’ﬁfﬂ*’-

35. Repita el Ejercicio 34 para la bola con el agujero

cllindrico del Ejerciclo 33, Supanga que el eje del Existen tablas que proporcionan estos seis momentos

para cuerpos con muchas formas estandar, Se

agero; permanere; bortzoetal. prientras: I bola rueda, denominan productos de inercia, Demuestre c6mo
+38. Un péndulo rigido de masa m oscila con respecto a un expresar el momento de inercia del cuerpo con
punto 4 en un eje horizontal. Su momento de inercia respecto a un eje que pasa por el origen en funcién
respecto a dicho eje es I. El centro de masa C del de estos seis momentos segundos (si este resultado se
péndulo est4 a una distancia a de 4, Cuando el combina con el del Ejercicio 37, se puede obtener el

péndulo cuelga en reposo, C esta directamente debajo momento de inercia con respecto a cualquier eje).
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Repaso del capitulo

Ideas clave
* ;Qué significan las sigientes expresiones?

< Suma de Riemann para f(x, y) ena < x < b,
c<y=<d

<& flx, y) es integrable ena <x <b, e <y <d

< Integral doble de f(x, Y)ena<x<bh c<y<d
< Iteracién de una integral doble

< Valor medio de f(x, y) en una regién R

< Elemento de 4rea en coordenadas polares

< Integral triple

< Elemento de volumen en coordenadas cilindricas
< Elemento de volumen en coordenadas esféricas

¢ Area de la superficie de la grafica z = f(x, y)

< Momento de inercia de un sélido respecto a un eje

 Explique cimo se canbian variables en uma
integral doble

» ;Cémo se caloula d cenirdide de una regién
aida?

¢ ;Coémo se calcula d momento de inercia de un
sdlido con respecio a um ¢je?

Ejercicios de repaso

1. Calcule

R
cuadrante que esta por debajo de x = y* y por encima
de y =+~

(x + »)dA en la regi6n del primer

2. Calcule (x* + %) dd, stendo P el paralelogramo
cuyos vérﬂ;es son (0, 0), (2, 0), (3, 1) y (1, 1).

3 Calcule (y/x)dA, siendo § la parte del disco

5
x* + % < 4 que estd en el primer cuadrante y por
debajo de la recta y = x.

4. Considere la integral iterada
N
=T [ e
o i3

(a) Exprese I como una integral doble e dd

R
y dibuje la regién R donde se calcula la integral
doble.

(b) Exprese I como una integral iterada con el orden
de iteracién inverso,

(c) Exprese I como una integral iterada en coordenadas
polares,
(d) Calcule I.
3 Calcule el valor de la constante & > 0 tal que el

volumen de la regién que esta en el inferior de la
esfera x* +y* + 2 = 4° y por encima del cono

z = ky/x" + y" es la cuarta parte del volumen de la
esfera total,

6. Vuelva a iterar la integral

2 ¥ 8 JSB—Y
I=J.udy-l.ﬂf(x.y)dx+-|.20)'-|.u flx, y)dx

con la variable y en la integral interna.

1
7. SeaJ=J. dz-l’ajr-l.yf{x.y.z)dx. Exprese J como
0 0 0

una integral iterada en la que la iteracién se realizan en
el sigulente orden: primero z, después y, después x.

& Un objeto con forma de cono circular recto tiene una
altura de 10 m y el radio de su base es de 5 m. Su
densidad es proporcional al cuadrado de la distancia a
la base y su valor es de 3000 kg/m® en su vértice,

(a) Calcule la masa del objeto.

(b) Exprese en forma de integral iterada el momento
de inercia del objeto con respecto a su eje central,

(7]

9. Calcule el valor medio de f(r) = J e *dxenel

4

intervalo 0 € f < a.

10. Calcule el valor medio de la funcién f{x, y) = |x + y]
en el cuarto de discox =0, y =0, ¥* + y* <4
(recuérdese que |x| indica el maximo entero menor o

igual que x).
11. Sea D la menor de las dos regiones sélidas limitadas
por las superficies

=f+f
a

¥+ ¥+ 2F = 6d

F4

slendo @ una constante positiva, Calcule

([

12. Calcule el momento de inercia respecto al eje z de un
sélido V' de densidad 1 si dicho sélido esta especificado

por las inecuaciones 0 < z <  /x* +)* y
x* + y* < 2ay, siendo a > 0.



13. El sélido rectangular 0 £x <1, 0<y<2,0<z<1
esta dividido en dos partes por el plano
2x + y + z = 2. Sea D la parte que incluye al origen.
Calcule el volumen de Dy z, la coordenada z del
centroide de D.

14. Un sélido S esta formado por los puntos (x, y z) que
estan en el primer octante y satisfacenx + y + 2z< 2
e y + z < 1. Calcule el volumen de S y la coordenada x
de su centroide.

15. Calcule J zdV, slendo S la parte del primer octante

hy
que est4 por encima del planox +y —z= 1y por
debajo del plano z = 1.

16. Calcule el 4rea de la parte del plano z = 2x que esta en
el interior del paraboloide z = x* + )%,

17. Calcule el 4rea de la parte del paraboloide
z =x* + )* que est4 por debajo del plano z = 2x, |58
Exprese la respuesta como una integral simple, y
calctlela con una precisién de 3 cifras decimales,

+18 Calcule el volumen de la menor de las dos regiones
en las que el plano x + y + z = 1 divide al elipsoide
¥ + 4y* + 97 = 3. Sugerencia: Realice primero un
cambio de variables que transforme el elipsoide en
una bola, Sustituya después el plano por otro plano
con una ecuacién mas simple que pase a la misma
distancia del origen.

Problemas avanzados

L El plano (x/a) + (y/b) + (z/c) = 1 (siendo a >0, b > 0
y ¢ > 0) divide al elipsoide sélido

xz _vz 2 &
TEtes
en dos partes desiguales. Calcule el volumen de la

menar.

8 (a) Desarrolle 1;1—,,3;

+7. Calcule el volumen limitado
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2 Calcule el 4rea de la parte del plano
(x/a) + (y/b) + (z/fc) =1 (slendoa > 0, b >0y e > ()
que esta en el interior del elipsoide

£ 2
S+5+5<1
AN
en forma de serie geométrica,
y a partir de aquf, demuestre que

LLms*o-kz

(b) De forma similar, exprese como suma de series las
siguientes integrales:
*=1 pm1 1

ded
gt

drdydz
oz T

JoJoJol—

11 el
() n.n_I.01+l}i’

dxdydz

4 Sea P el paralelepipedo limitado por las tres parejas de
planos paralelos aer =0, asr=d; >0, ber=10,
ber=d, >0, cer=0ycer=d; >0 slendoabye
vectores constantes, y r= xi+ yj + zk Demuestre que

(d1dpdy)*

H @enbenieen didyds = g

Sugerencia; Utilice el cambio de variables u = aer,
v="her w=cer,

& Se realiza un agujero cuya seccién cruzada es un Q
cuadrado de lado 2 que
bola de radio 2. Calcule el volumen de la parte de la
bola que queda.

+@& Calcule el volumen limitado

atraviesa por el centro una

por la superficie cuya
ecuacién es ¥ + y23 4+ 228 = o2,

por la superficie
' + 1" + 1217 = |a]">,






CAPITULO 15

Campos vectoriales

—Toma algo mas de té —dijo muy seriamente la Liebre
de Marzo a Alicia.

—No he tomado nada todavia —replic6 Alicia en to-
no ofendido—, asi que no puedo tomar mas.

—Querras decir que no puedes tomar menos —dijo el
Sombrerero Loco—. Es muy fécil tomar mas cuando no
se ha tomado nada.

Lewis Carroll (Charles Lutwidge Dodgson, 1832-1898)
de Alicia en el Pais de las Maravillas

Introduccion Este capitulo y el siguiente tratan de funciones vectoriales de va-
riable vectorial, que generalmente serdn funciones cuyos dominios y rangos estardn
en el plano o en el espacio tridimensional. Estas funciones se denominan frecuente-
mente campos vectoriales. Entre las aplicaciones de los campos vectoriales se en-
cuentran las integrales que se realizan, no en ejes ni en regiones del plano o del es-
pacio tridimensional, sino en curvas o superficies. En este capitulo presentaremos
las integrales realizadas en rectas y superficies. En el capitulo siguiente desarrolla-
remos versiones del Teorema Fundamental del Célculo para integrales en campos
vectoriales.
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Campos escalares y vectoriales

Una funcién cuyo dominio y rango son subconjuntos del espacio euclideo tridimensional R* se
denomina campo vectorial. Por lo tanto, un campo vectorial F asocia un vector F(x, y, 2 a
cada punto (x, ¥ 2 de su dominio. Las tres componentes de F son funciones escalares (reales)
Fll:x,gy, 2), B(x y, 2y Falx, y, 2), y F(x, y, 2) se puede expresar en funcién de la base estandar
en R® como

Flx y 2=Fix y 2i+ Fx y 3j + Filx y, 9k

Nétese que en este caso los subindices representan componentes de un vector, no derivadas par-
ciales. Si Fy(x, y, 2 =0y F, y F; son independientes de z entonces F se reduce a

F(x y) = Filx, i+ Fx )j

y se denomina campe vectorial en el plano, 0 campo vectorial en el plano xy. Utilizaremos con
mucha frecuencia vectores de posicién como argumentos de un campo vectorial. El vector de
posicién de (x, y, 2) es r = xi + yj + zk, y podemos expresar F(r) como notacién abreviada de
F(x, y, 2. En el contexto de campos vectoriales, una funcién escalar de una variable vector (es
decir, una funcién de varias variables considerada en el contexto de los Capitulos 12-14) se deno-
mina campo escalar, Por tanto, las componentes de un campo vectorial son campos escalares.
Muchos resultados que demostraremos en el &mbito de los campos vectoriales requieren que los
campos sean suaves en algun sentido. Diremos que un campo vectorial es suave siempre que sus
campos esclares componentes tengan derivadas parciales continuas de todos los 6rdenes (sin em-
bargo, en la mayor parte de los casos, sera suficiente que sean continuas hasta segundo orden).

Los campos vectoriales aparecen en muchas areas de las matematicas aplicadas. Enumerare-
mos algunas:

(@) El campo gravitatorio F(x, y, 2 de un objeto es la fuerza de atraccién que dicho objeto ejer-
ce sobre una masa unidad situada en la posicion (x, y, 2.

(b) La fuerza del campo electrostatico E(x, ¥, 2 debida a un objeto eléctricamente cargado es la
fuerza que dicho objeto ejerce sobre una unidad de carga situada en la posicion (x, y, 2) (di-
cha fuerza puede ser de atraccién o de repulsion).

(c) El campo de velocidades v(x, ¥, 2 en un fluido (o s6lido) en movimiento es la velocidad que
tiene una particula en la posicion (x, y, 2). Si el movimiento no es en «estado estacionario»,
entonces el campo de velocidades dependerd también del tiempo: v = v(x, y, z 9.

(d) El gradiente V f(x, y, 2) de cualquier campo escalar f proporciona la direccién y la magnitud
de la maxima tasa de crecimiento de fen (x y 2). En particular, un gradiente de temperatu-
ras, VIx, ¥, 2), es un campo vectorial que da la direccion y la magnitud de la méxima tasa
de incremento de temperatura T en el punto (x, ¥, 2), en un medio conductor del calor. Los
gradientes de presién proporcionan informacién similar sobre la variacién de presién en un
fluido como una masa de aire o un océano.

(e) Los vectores radial unitario y transversal unitario # y # son ejemplos de campos vectoriales
en el plano xy. Ambos estdn definidos en todos los puntos del plano excepto en el origen.

(Campo gravitatorio de una masa puntual) El campo gravitatorio que produce una masa
puntual m situada en el punto F; con vector de posicién r; es
—km
Fix, y 2 =F@) =——5(r—rg
! Ir—rof
—x)i+(y— it (z— a2k

A = F U= + - D
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siendo & > 0 una constante, F apunta hacia el punto ry y su médulo es
|F| = km/ir — rof

La Figura 15.1 muestra graficamente algunos vectores en una seccién plana del campo. Cada uno de ellos
representa los valores del campo en la posicién de sus origenes. Las longitudes de los vectores indican que
la fuerza del campo crece a medida que nos acercamos a F, -

Observacion El campo electrostitico F que produce una carga puntual g situada en Fj se ex-
presa mediante la misma férmula que el campo gravitatorio, con la excepcién de que g sustituye
a —m La raz6n del cambio de signo es que las cargas iguales se repelen entre sf, mientras que
las masas se atraen entre s.

El campo de velocidades de un sélido en rotacién alrededor del eje z con velocidad angu-
lar Q= Qkes

vix, ¥ 2 = v(r) = Qxr= —Qyi + Qxj

Como tiene el mismo valor en todos las planos normales al eje z v se puede ver como un campo vectorial
en el plano. La Figura 15.2 muestra algunas vectores de este campo.

N
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L J - A A # t X X L3 L] ® \"\
Figura 15.1 Campo gravitatorio de una masa puntual Figura 152 Campo de velocidades de un cuerpo rigido
situada en B, que gira alrededor del eje z

Lineas de campo (curvas integrales)

Las representaciones gréficas de los campos vectoriales como las que se muestran en las Figuras
15.1 y 15.2, y el campo de velocidades del viento en una colina que se muestra en la Figura
15.3, sugieren un patrén de movimiento en el espacio o en el plano. Sea o no el campo un cam-
po de velocidades, podemos interpretarlo de ese modo y preguntarnos qué camino seguiria una
particula, situada inicialmente en un punto, cuya velocidad estuviera dada por el campo. El ca-
mino serfa una curva a la cual el campo serfa tangente en cada uno de sus puntos. Estas curvas
se denominan lineas de campo o curvas integrales para un campo vectorial dado. En el caso
concreto en el que el campo vectorial represente la velocidad de flujo de un fluido, las lineas de
campo se denominan lineas de corriente o lineas de flujo en dicho fluido. La Figura 15.3
muestra algunas de estas lineas para el flujo del aire. En el caso de un campo de fuerzas, las
lineas de campo se denominan lineas de fuerza.



948 cCALcuLO

Figura 15.3 El campo de velocidades y algunas lineas
de flujo del viento sobre una colina.

Las lineas de campo de F no dependen de su médulo en un punto dado, sino sélo de la direc-
cién del campo. Si la linea de campo que pasa por un punto tiene como funcién paramétrica
r = r(f), entonces su vector tangente dr/dt debe ser paralelo a F(r(4) para todo t Por consi-
guiente,

dr
3 AQF(r (D)

En algunos campos vectoriales esta ecuacién diferencial se puede integrar para obtener las lineas
de campo. Si dividimos la ecuacién en sus componentes,

& A(DF, &L ADF; 2 A(DF;

7 ARk y 2, = A0Rx y 2, o= A5k )y 2

Se pueden obtener expresiones diferenciales equivalentes para A(f) dty, a partir de aqui, se puede
expresar la ecuacién diferencial de las lineas de campo en la forma

& & &
Flx 23 FEky2 Fkxy2

Si al multiplicar estas ecuaciones diferenciales por alguna funcién se pueden expresar en la
forma

P(¥ dx = Q) dy = R(3 dz
entonces es posible integrar las tres expresiones para obtener las lineas de campo.

m Calcule las lineas de campo del campo gravitatorio del Ejemplo 1:
_ (x— )i+ y—wj+(z—z)k
R T T PR
Solucién El vector en el numerador de la fraccién da la direccién de F. Por tanto, las lineas de campo
satisfacen el sistema

& &y  dz
X—% ¥Y—Jo Z—%
Integrando las tres expresiones se llega a
Injx—xp|+InCG=h|ly—jp|l+thG=hlz—z|+InG

o, tomando exponenciales,
Clx—x) = Gly— ) =Glz— 7
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Esto representa dos familias de planos que pasan por Fy = (o, o, Z). Las lineas de campo son las intersec-
clones de los planos de cada una de las familias, por lo que son rectas que pasan por el punto Pp. Esta es
una familia de rectas de das pardmefros, cualquiera de las constantes C; que sea distinta de cero se puede
suprimir de las ecuaciones anteriores dividiéndolas por dicha constante, La naturaleza de las lineas de cam-
po es clara observando la representacién del campo vectorial en la Figura 15.1. -

(ST TGN Calcule las lineas de campo del campo de velocidades v = Q(— yi + xj) del Ejemplo 2.
Solucion Las lineas de campo satisfacen la ecuacién diferencial

d dy
En esta ecuacién podemos separar variables para obtener xdx= —ydy. Al integrar resulta, entonces,
Y2 = —)/2+ CJ2, 0 ¥ + y~. Por tanto, las lineas de campo son circunferencias centradas en el origen
del plano xy, como se puede ver en la representacion del campo vectorial de la Figura 15.2. Si considera-
mos v como un campo vectorial en el espacio tridimensional, las lineas de campo son circunferencias hori-
zontales centradas en el eje z

£+ )’2 = Ci, z= Cg

N

La posibilidad de obtener lineas de campo depende de la capacidad de resolver ecuaciones dife-
renciales y, en el espacio tridimensional, sistemas de ecuaciones diferenciales,

w Calcule las lineas de campo de F = xzi + 2x'zj + X'k

. &« dy dz
Solucién Las lineas de campo cumplen priatv ke AL otros términos,

dy=2xdx y dy=2zdz

Las lineas de campo son las curvas de interseccion de las dos familias de cilindros parabélicos y = ¥ + €
ey=2Z+ G -

Campos vectoriales en coordenadas polares

Un campo vectorial en el plano se puede expresar en coordenadas polares en la forma
F=F(r, 0) = F(r, O)& + Fy(r, )0
donde # y @, definidos en todas partes excepto en el origen como
r= cos@i+ sendj
8 = —sen0i + cos0j

son vectores unitarios en la direccién de ry 6, crecientes en [r, 6]. Nétese que d&/df = 8, y que
0 es simplemente # girado 90° en sentido contrario al de las agujas del reloj. Nétese también
que estamos utilizando F, y F, para indicar las componentes de F con respecto a la base {#, 8};
los subindices no indican derivadas parciales. F(r, f) se denomina componente radial de F, y
Fy(r, 6) se denomina componente transpersal

Una curva cuya ecuacién en polares es r= r(f) se puede expresar en forma paramétrica vec-
torial,

r=Irr
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como hicimos en la Seccién 11.6. Esta curva es una linea de campo de F si su vector tangente
diferencial

ai-=dri‘-+r%aﬁ=dri‘-+raﬂﬁ

es paralelo al vector del campo F(r; 6) en todo punto excepto en el origen, es decir, si r = f(6)
cumple la ecuacion diferencial

dr  rdy
E(r, ) Fyr 0)

En casos especificos se pueden obtener las lineas de campo resolviendo esta ecuacion.

SENTI LN Represente el campo vectorial F(r, 6) = # + @ y calcule sus lineas de campo,

Solucién En todo punto [r, 6], el campo vectorial es la bisectriz del 4ngulo que forman # y 8, y forma
un 4ngulo de 45° con respecto a £ medido en sentido contrario al de las agujas del reloj. Todos los vectores
del campo tienen la misma longitud, ﬁ La Figura 15.4(a) muestra algunos vectores del campo, La figura
sugiere que las lineas de campo son espirales que parten del origen. Como F{(r; ) = Fy(r, ) = 1 para este
campo, las lineas de campo cumplirdn dr= rdf, o, dividiendo por db, dr/df = r. Esta es la ecuacién dife-
rencial del crecimiento exponencial y tiene como solucién r= Ké’, o, en otros términos, r= €% slendo

@ = In K una constante, La Figura 15.4(b) muestra algunas de estas curvas.
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Figura 15.4

(a) El campo vectorial
F=t+0

(b) Lineas de campo de
F=¢+8

Ejercicios 15.1

En los Ejercicios 1-8, dibuje los campos de vectores en el
plano dado y determine sus lineas de campo.

1L F(x, ) =xi+ xj
3. Flx, ) =yi+xj
5 F(x, )) = 6+ e~ %

7. F(x, ) = VIn (¢

+ 5

8. F(x, })=cos yi—cosxj

En los Ejercicios 9-16, describa las lineas de corriente de
los campos de velocidades dados,

2.Fx, p=xi+yj 9.?{;,)-;;)=ﬁ_ﬂ_},k
iy i 10. v(x, y, 2 = xi + yj — xk
4. Flx, ) =i+ senxj 11, vis 5 3= si— 2j +k

12. v{x.ﬁ2)=m
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13. vix, y, 2) = xzi + yzj + xk En los Ejercicios 17-20, determine las lineas de campo de
1. v(x , 2 = eP(xi + Fj + 7X) los campaos vectoriales dados en polares,

15. v(x, 5) = i — yj 1. F=¢#+rf 18. F=F+ 08

«16. v(x, J) = xi + (x+ ))j Sugerencia: Sea y = xv(x). 19. F = 2¢+ 08 20. F=rf— 6

I:% 3 Campos conservativos

Como el gradiente de un campo escalar es un campo vectorial, resulta natural preguntarnos si
todo campo vectorial seré el gradiente de un campo escalar. Dado un campo vectorial F(x, y, 2,
deseamos saber si existe un campo escalar ¢(x, y, 2) tal que

_ _O0p_ 0p_ 09
Flx, y, 2 =Vo¢lx, y, 2 = ﬁxl+ 3}"‘ + 3zk
La respuesta general es negativa. S6lo se pueden expresar de esta forma campos vectoriales es-
peciales.
DEFINICION 1

Si F(x, v, 2} = Velx, y, 2 en un dominio D, entonces se dice que F es un campo vectorial
conservativo en D, y la funcién ¢ se denomina potencial (escalar) de F en D. En el plano
o en el espacio de n dimensiones, las definiciones son similares.

Como las primitivas, los potenciales no estan determinados de forma tnica; se les pueden afadir
constantes arbitrarias, Nétese que F es conservativo en un dominio D si y sélo si F = V¢ en
todo punto de I, el potencial ¢ no puede tener puntos singulares en D,

La ecuacién Fi(x, y, 2) dx + Fy(x, ¥, 2 dy+ Filx, y, 2 dz= 0 se denomina ecuacién diferen-
cial exacta si el miembro izquierdo es el diferencial de una funcién escalar ¢(x, y, 2):

dp=Filx y ddc+ Folx y 2 dy + Filx, v, 2 dz

En este caso, la ecuacién diferencial tiene soluciones dadas por ¢(x, y, z) = C (constante) (véase
la Secci6én 17.3 donde se tratan las ecuaciones exactas en el plano). Obsérvese que la ecuacién
diferencial es exacta si y s6lo si el campo vectorial F = Fji + F,j + F;k es conservativo y que
¢ es el potencial de F.

Como son campos escalares en vez de campos vectoriales, los potenciales de campos vecto-
riales conservativos son mas faciles de manejar algebraicamente que los propios campos vecto-
riales. Por ejemplo, una suma de funciones potenciales es la funcién potencial de la suma de los
correspondientes campos vectoriales, Un campo vectorial siempre se puede obtener a partir de su
funcién potencial calculando el gradiente.

(El campo gravitatorio de una masa puntual es conservativo) Demuestre que el campo
gravitatorio F(r) = — km(r — ry)/|r — r,|* del Ejemplo 1 de la Seccion 15.1 es conservativo donde esta de-
finido (es declr, en todo punto de R® excepto en rp), demostrando que

km km
Ie—rol [x— )7+ (y— ¥ + (z— 2

ox y A=

es una funcién potencial de F,
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Solucion Obsérvese que

o _ — kmix — xp) =—ka{1—4*4'J)=Fm

o (- + -+ E-20" rorf
y se pueden obtener férmulas similares para las otras derivadas parciales de ¢. Se deduce entonces que
Volx, y, 2 = F(x y, 2 para (x, y, J # (%o, Jo. z) ¥ F es conservativo, excepto en ry. .

Observacion No es necesario escribir la expresién km/|r — r| en funcién de las componen-
tes de r — ry, como hemos hecho en el Ejemplo 1, para calcular sus derivadas parciales. Presen-
tamos a continuacién una férmula 1itil para obtener la derivada del médulo de una funcién vecto-

rial F con respecto una variable x.
¢
F t(a_ F)

|F|

i,
5(|F|—

Para ver que esto es asi, expresamos |F| = ,/F ¢ F y calculamos su derivada utilizando la Regla
de la Cadena y la Regla del Producto:

0
Fe|l— F
d d 1 d (5.1' )
— |F|=— ./FeF = 2Fe|—F|=—>—~
o1 o 2./F oF (6x ) |F|
Podemos comparar el resultado con la derivada del valor absoluto de una funcién de una variable:
0

| =sgn(fW) F'lx) = 7@ r(x)

d
P
En el contexto del Ejemplo 1 tenemos
0 km —km @ —km (r—rp)ei —kmlx— x)

Ir — x| =

by = 7 A 7 3
ox|r—rg| |r—rl dx [r — rg[" |r =y [r — g

con expresiones similares para las otras derivadas parciales de km/|r — rg|.

Demuestre que el campo de velocidades v = —Qyi + Qxj, correspondiente a la rotacién
de un cuerpo rigido alrededor del eje z (véase el Ejemplo 2 de la Seccién 15.1), no es conservativo si Q # 0,

Solucién Hay dos formas de demostrar que no puede existir un potencial para v. Una forma es intentar
calcular un potencial ¢ (x, }) para el campo vectorial, Se requiere

g ¢
dx Wy ey &

La primera de estas ecuaciones implica que ¢(x, ) = —Qxy+ C()) (hemos integrado con respecto a x;
el potencial puede depender todavia de y). De forma similar, la segunda ecuacién implica que
@(x, ) = Quy + G(¥). Por tanto, debemos tener —Qxy + Ci{)) = Qy + G4 0 2Qxy= C(H — G
para todo (x, y). Esto no es posible para ninguna eleccién de las funciones de una variable C\(y y C:(x), a
menos que Q = 0.

De forma alternativa, si v tiene un potencial ¢, entonces podemos formar las derivadas parciales mixtas
de ¢ a partir de las dos ecuaciones anteriores y obtener

o e
yox axdy

Esto no es posible si Q # 0 porque la suavidad de v implica que su potencial debe ser suave, por lo que las
derivadas parciales mixtas deben ser iguales. Por tanto, no puede existir ¢; v no es conservativo, -
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El Ejemplo 2 sugiere una condicién que debe cumplir cualquier campo vectorial conservativo en
el plano,

Condicién necesaria para un campo vectorial conservativo en el plano
SiF(x ) = F(x »i= F,(x )j es un campo vectorial conservativo en un dominio D del
plano xy, entonces la condicién

2 R 9 =2 Filo

se debe cumplir en todos los puntns de D.

No hay que confundir esta condicién necesaria con una condicién
suficiente para garantizar que F es conservativo. Mas adelante de-
mostraremos que es necesario algo més que dF, /dy= dF,/éx en D
para garantizar que F es conservativo en [,

jf ATENCION Il

Para ver que esto es asf, observemos que

Fli+Fj=F= V¢——¢1+%
ox 6}'
implica las dos ecuaciones escalares
m=i2 AL

oax 7 X 6_y
y como las derivadas parciales mixtas de ¢ deben ser iguales,
oF_ P _ ¢ ok,

dy Oybx oxdy ox
Se obtiene una condicién similar para campos vectoriales en el espacio tridimensional.

Condiciones necesarias para un campo vectorial conservativo en el espacio
tridimensional

SiF(x y, 2 = Fi(x, y, 2i + FE(x, y, 3j + Fs(x, ¥, 2k es un campo vectorial conservativo
en un dominio D en el espacio tridimensional, entonces en todo punto de D se debe cumplir

oF_oF, OF_OR O _0R

dy éx' 8z ax' 8z ay

Superficies y curvas equipotenciales

Si ¢(x, ¥, 2 es una funcién potencial del campo vectorial conservativo F, entonces las superfi-
cies de nivel ¢(x, y, 2 = Cde ¢ se denominan superficies equipotenciales de F. Como F = V¢
es normal a estas superficies (allf donde no se anula), las lineas de campo de F siempre cortan a
las superficies equipotenciales formando dngulos rectos. Por ejemplo, las superficies equipoten-
ciales del campo de fuerzas gravitatorio creado por una masa puntual son esferas centradas en el
punto donde esta la masa; estas esferas son normales a las lineas de campo, que son rectas que
pasan por el punto donde esta la masa. De forma similar, para un campo vectorial conservativo
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en el plano, las cumas de nivel de la funcién potencial se denominan curvas equipotenciales del
campo vectorial, Son las trayectorias ortogonales a las lineas de campo; es decir, cortan a las
lineas de campo formando dngulos rectos.

Demuestre que el campo vectorial F(x, }) = xi — yj es conservativo y calcule una funcién
potencial de dicho campo, Describa las lineas de campo y las superficies equipotenciales,

Solucién Como 8F,/dy =0 = dF;/éx en todo punto de R’ podemos esperar que F sea conservativo,
Cualquier funci6én potencial ¢ debe cumplir

9 _ 9 _
- 1=x Y ay

La primera de estas ecuaciones permite obtener

F,=—y

P (x ») =dex=%f + Ci(p

Obsérvese que, como la integral se toma con respecto a x, esta permitido que la «constante» de integracién
dependa de la otra variable. Utilizamos ahora la segunda ecuacién para obtener

y=P=c = GO=-3r+G
Por tanto, F es conservativo y, para cualquier constante G,
¢wﬁ=£%£+@
es una funcién potencial de F, Las lineas de campo de F cumplen
df= —% = Injxj=-In|yy+InC = x=C

Las lfneas de campo de F son, por tanto, hipérbolas rectangulares cuyas asintotas son los ejes coordenados.
Las curvas equipotenciales forman otra familia de hipérbolas rectangulares, ¥ — y* = C,, cuyas asintotas
son las rectas x= + . Las curvas de las dos familias se cortan formando 4ngulos rectos (véase la Figura
15.5). Nétese, sin embargo, que F no especifica una direccién en el origen y que la ortogonalidad se rompe
alli; de hecho, ninguna familia tiene una tinica curva que pasa por ese punto.

y A

Figura 15.5 Lineas de campo (més oscuras) y curvas
equipotenciales (mas claras) del campo F = xi — jj.

N
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Observacion En el ejemplo anterior hemos obtenido el potencial ¢ integrando primero
d¢/dx= F,. Podrfamos haber empezado también integrando d¢p/dy = F,, en cuyo caso la cons-
tante de integracién habrfa dependido de x. Al final habriamos llegado al mismo valor de ¢.

ST LR Decida si el campo vectorial

es conservativo en D= {(x, y; 2): 2+ 0}, y calcule un potencial del mismo si lo es.
Solucién Nétese que F no esta definido cuando z= 0. Sin embargo, como

0k oF  0R 0Fs oF ¢ 0F
— == — —= —(0SZ=— =—_—=—

gy = ox' 0z x ez 7 ay
F puede ser todavia conservativo en dominios que no corten al plano xy en z=0, Si esto se cumple, su
potencial ¢ debe satisfacer

| . o _1,
T e T

¢ | a_ 2
= y PR XCOoS Z {*)

A partir de la primera ecuacién de (*),

1
Plx, y 2 = J.(Ay—senz)dt=5fy—xsenz+ Gy 2

Notese de nuevo que la constante de integracién puede ser una funcién de pardmetros del integrando; sélo
es constante con respecto a la variable de integracién, Utilizando la segunda ecuacién de (*), obtenemos
1, ¢ dp 1 aGi(y, 2

gt

Asf,
e’ &
aua=—f;¢=—;+@w

1 e¥
P(x 5. 2 =§fy— xsenz——+ G(9

Finalmente, utilizando la tercera ecuacidn de (*),

e’ 0P e o

?—XCCSZ—E— —XCCﬁZ+?+ 2{2)
Por tanto, G5(3 =0y G(2 = C (una constante). De hecho, F es conservativo y, para cualquier constan-
te C,

1 &
¢(x y, 2 =Efy—xsenz—;+ C

es una funcién potencial de F en el dominio dado D. C puede tener diferentes valores en las dos regiones
z> 0y z <0, cuya unién constituye D, -

Observacion Si, en la solucién anterior, en la ecuacién diferencial de C,(y, 2 hubiera inter-
venido x o si en la de G;(2 hubieran intervenido x o y, no habriamos podido calcular ¢. Esto no
ocurre debido a las tres condiciones sobre las derivadas parciales de F3, F3 y F; verificadas des-
de el principio.




956 CALCULO

Observacion La existencia de un potencial para un campo vectorial depende de la topologia
del dominio del campo (es decir, si el dominio tiene huecos en su interior y qué clase de hue-
cos), asi como de la estructura de los componentes del propio campo. Aunque se cumplan las
condiciones necesarias dadas anteriormente, un campo vectorial puede no ser conservativo en un
dominio que tenga huecos. Volveremos sobre la naturaleza de los campos vectoriales conservati-
vos en la Seccién 15.4 y en el capitulo siguiente; demostraremos finalmente que las condiciones
necesarias anteriores son también suficientes para garantizar que F es conservativo si el dominio
de F cumple ciertas condiciones. Sin embargo, en este punto, sélo presentaremos un ejemplo en
el que un campo vectorial plano no es conservativo en un dominio donde las condiciones necesa-
rias, sin embargo, se cumplen.

m Para (x, y) # (0, 0), se define un campo vectorial F(x, y) y un campo escalar 6(x, }) como

sigue:
o= (e ()

6(x, }) es el dngulo en polares 6 de (x, ) tal que 0 < 6 < 2x.
Por tanto, x = rcosf(x, ) e y= rsenf(x, j), con r* = ¥* + )%, Verifique lo siguiente:

il d
(a) Eyﬂ{x n= a—XFz(x. M para (x, y) # (0, 0).

(b) VO(x, J) = F(x ) para todo (x, J) # (0, 0) tal que 0 < # < 2n.
(c) F no es conservativo en todo el plano xy excluyendo el origen,

Solucién

= -t
(a) TenemosFl—Aﬁ_nyF; f+)}.Portanto,

=57 dra )

=a_XFz(""-ﬂ

L ]

para todo (x, y # (0, 0).
(b) Diferenclamos implicitamente las ecuaciones x = rcos @ e y = rsen@ con respecto a x para obtener

B g
T gm o o g
Y be
0= e axsenﬂJr reosf ox
Eliminando dr/éx de esta pareja de ecuaciones y despejando ¢6/dxse llega a
00 rsenf  y -5
ax P A+
De forma similar, la diferenciacién con respecto a y produce
oo X
oy Erp
Estas formulas sélo se cumplen si 0 < @ < 2a; 6 incluso no es continua en el eje x positivo; si x >0,

entonces

y_ﬁﬂﬂﬂ-ﬁ=0 pero fl_.llgl_ 0(x, ) = 2=

Por tanto, V6l = F se cumple en todo punto del plano, excepto en los puntos (x, 0) donde x > 0.
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(c) Supongamos que F es conservativo en todo el plano excepto en el origen. Entonces F = V¢ para al-
guna funcién escalar ¢(x, ). Por tanto, V(0 — ¢) =0 para 0 < 6 < 2m, y 6 — ¢ = C (constante), o
## = ¢ + C. El miembro izquierdo de esta ecuacién es discontinuo en el eje x positivo, pero el miembro
derecho no lo es, Por tanto, los dos miembros no pueden ser iguales. Esta contradiccién demuestra que
F no puede ser conservativo en todo el plano excluyendo el origen. -

Observacion Obsérvese que en el ejemplo anterior el origen (0, 0) es un Aueco en el dominio
de F. Aunque F cumpla la condicién necesaria para ser conservativo en todos los puntos excepto
en este hueco, hay que eliminar del dominio de F unas semirrectas (rayos) o, de forma mas ge-
neral, una curva desde el origen hasta el infinito, para obtener la funcién potencial de F. F noes
conservativo en ningtin dominio que contenga una curva que rodee al origen. Los Ejercicios 22-
24 de la Secci6n 15.4 arrojaran més luz sobre esta situacion.

Fuentes, sumideros y dipolos

Imagine que el espacio tridimensional esté relleno con un fluido incompresible emitido por una
fuente puntual en el origen, con una velocidad de volumen de dV/dt= 4nm (se dice que el ori-
gen es una fuente de fuerza m). Por simetria, el fluido fluye hacia afuera siguiendo lineas radia-
les desde el origen, con igual velocidad a igual distancia del origen en todas las direcciones, y el
fluido emitido en el origen en algiin instante ¢ = 0 se habra dispersado en el instante ¢ sobre una
superficie esférica de radio r = r(f). Todo el fluido en el interior de esa esfera ha sido emitido en
el intervalo temporal [0, f], por lo que tenemos

4
§m3=4mt

Diferenciando esta ecuacién con respecto a t se obtiene r*(dr/df) = m, y la velocidad del fluido
hacia el exterior a una distancia r del origen es v(} = m/i%. El campo de velocidades del fluido
en movimiento es, por tanto,

r

B _m
vir) = oD m_;_Br

Este campo de velocidades es conservativo (excepto en el origen) y su potencial es
m

Pr) = ——

r

Un sumidero es una fuente negativa, Un sumidero de fuerza m en el origen (que aniquila o
absorbe fluido con una velocidad de dV/dt= 4mm) tiene un campo de velocidades y un potencial
dados por

m m
vi=-5r y el =7

Los potenciales o los campos de velocidades de fuentes o sumideros localizados en otros
puntos se obtienen por traslacién de estas férmulas; por ejemplo, el campo de velocidades de
una fuente de fuerza men un punto cuyo vector de posicién es rg, es

v(r}=—"v?'( i ) e (r — rp)

T 3
[r — x| [r — gl

Es interesante comparar esto con el campo gravitatorio de una masa m situada en el origen. Las
dos cosas son lo mismo, exceptuando un signo y una constante relacionada con las unidades de
medida. Por esta razén, podemos ver una masa puntual como una fuente de su propio campo
gravitatorio. De forma similar, el campo electrostatico debido a una carga puntual g situada en r
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es el campo de una fuente (o sumidero si ¢ < 0) de fuerza proporcional a q. Si se escogen las
unidades de medida adecuadas tenemos

E(r]=—V( g ) g (r — rg)

[r — g [r — "0|3

En general, las lineas de campo de un campo wvectorial convergen a una fuente o sumidero de
dicho campo.

Un dipolo es un sistema formado por una fuente y un sumidero de fuerzas iguales m separa-
dos una distancia corta €. El producto y = mf se denomina momento dipolar, y la recta que
contiene la fuente y el sumidero se denomina eje del dipolo. Los dipolos fisicos reales, como los
imanes, se modelan frecuentemente como dipolos ideales, que son los limites de los dipolos rea-
les cuando m— oo y € — 0, de forma que el momento dipolar y permanece constante,

SEIGTILEN Calcule el campo de velocidades, v(x, y, 2), asociado a un dipolo de momento u situado en
el origen y cuyo eje coincide con el eje z

Solucién Comenzamos con una fuente de fuerza men la posicién (0, 0, €/2) y un sumidero de fuerza m
en (0, 0, —#£/2). El potencial de este sistema es

1 1
r)=—m =
wi GP—%ka |r+%fk|)

El potencial del dipolo inicial es el limite del potencial de este sistema cuando m— oo y £ -0 de forma
que mt = .

|r+%£k|—|r—%fk|)

o) = _m( e+ 3 ek||r — 1 €K

izljm |r+%fk|— |r—%fk|

T £

Ahora utilizamos la Regla de 1'Hépital y la regla para diferenciar mddulos de vectores:
{r+%fk) o%k_ [r—ﬁlfk]o[—flk:l

o e Ir+ 1 €k lr — 2 €k
Ir|? =0 1
_ K flz—i- 414? %z — %f
Irf* e~ \|r +z¢k|  |r — 7 k|
il
Irf?

El campo de velocidades requerido es el gradiente de este potencial. Tenemos
0 _3pzrei_2pe

ax el [r| |l

¢ _3uyz

ay |rf

o _ _u Sk _ped—2-p

2z |t |ef Lk
v(®) = Vir) = % (Bxzi + 3pzj + @7F — ¥ — JIK)

La Figura 15.6 muestra algunas lineas de corriente en una seccién cruzada plana que contlene al eje z
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Figura 15.6 Lineas de corriente de un dipolo.

Ejercicios 15.2

En los Ejercicios 1-6, determine si los campos vectoriales
dados son conservativos, y calcule un potencial si lo son.

L Flx, y, 2 = xi — 2yj + 3zk
1F&yﬁ=ﬁ+ﬁ+fk

~ +
3 Fix g = f+f Flx ) = §+£
5 Fx 5 2 =@xy— Ai+ 2+ Hj — 2x— Pk

6. F(x, 3 2 = e ¥ (i + yzj + k)

7. Calcule el campo vectorial tridimensional cuyo
potencial es
1

Ir — roff

8. Calcule Vin|r|, slendo r = xi + yj + zk.

9, Demuestre que el campo vectorial

2y, £+ f
PR
es conservativo, y calcule su potencial. Describa las

superficies equipotenciales. Calcule las lineas de
campo de F.

10. Repita el Ejercicio 9 para el campo

2x 2y 24 gf
F(X,y, Z:l —;l+;‘| + (1 —T)k
11. Calcule el campo de velocidades debido a dos fuentes
de fuerza m, una de ellas localizada en (0, 0, £) y la
otra en (0, 0, —€). ;Dénde se anula la velocidad?
Calcule la velocidad en cualquier punto (x, y, 0) del

o) =

2x
F(X.}’Z)-—

plano xy. ;Dénde es maxima la velocidad en el plano
Xy

#12. Calcule el campo de velocidades de un sistema

formado por una fuente de fuerza 2 en el origen y un
sumidero de fuerza 1 en (0, 0, 1). Demuestre que la
velocidad es vertical en todos los puntos de una cierta
esfera, Dibuje las lineas de corriente del flyjo.

Los Ejercicios 13-18 presentan un andlisis de fuentes y
dipolos bidimensionales similar al realizado para tres
dimensiones en el texto.

13'

14.

En un espacio tridimensional relleno con un fluido
incompresible, se dice que el eje zes una fuente de
lineas de fuerza m si todo intervalo Az sobre ese eje
emite fluido con una velocidad de volumen

dV/dt= 2nmAz El fluido se expande de forma no
simétrica en todas las direcciones perpendiculares al eje
z. Demuestre que el campo de velocidades del flujo es

m
?=m{ﬂ+ﬂ)

El flujo del Ejercicio 13 es bidimensional porque v
depende sélo de xe y, y no tiene componente en la
direccién de z Considerado como un campo vectorial

plano, es el campo de una fuente puntual

tridimensional de fuerza m situada en el origen (es
decir, el origen emite fluido con una velocidad de 4rea
dA/dt = 2zm), Demuestre que el campo vectorial es
conservativo y calcule una funcién potencial ¢(x, })
para dicho campo.

15, Calcule el potencial ¢ y el campo F = V¢ de un

dipolo bidimensional situado en el origen, cuyo eje
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*16.

=17,

*18.

15.3

estd en la direccién de y, y cuyo momento dipolar es
u. Este dipolo es el limite de un sistema formado por
una fuente de fuerza m situada en (0, £/2) y un
sumidero de fuerza m situado en (0, —€/2), cuando
€ -0y m— oo de forma que m€ = p,

Demuestre que las curvas equipotenciales del dipolo
bidimensional del Ejercicio 15 son circunferencias
tangentes al eje x en el origen,

Demuestre que las lineas de corriente (lineas de
campo) del dipolo bidimensional de los Ejercicios 15
y 18 son circunferencias tangentes al eje y en el
origen, Sugerencia. Es posible demostrarlo
geométricamente. Si se realiza planteando una
ecuacion diferencial, hay que encontrar el cambio de

la variable dependiente

s Dasix®
ymex omutxp

adecuado para integrar la ecuaci6n.

Demuestre que el campo de velocidades de una fuente
de lineas de fuerza Zmse puede obtener integrando en
todo el eje zel campo de velocidades (tridimensional)
de una fuente puntual de fuerza mdz situada en

(0, 0, 2). ;Por qué correspande la integral a una fuente
lineal de fuerza 2m en vez de fuerza m? ;Se puede
obtener el potencial de la fuente lineal integrando los
potenciales de las fuentes puntuales?

Integrales sobre curvas

19. Demuestre que el gradiente de una funcién expresada

21.

en términos de coordenadas polares en el plano es
¢, 1dg

— + e T L}
ot

Este ejercicio es una repeticién del Ejercicio 16 en la
Seccién 12.7,

Voin ) =

. Utilice el resultado del Ejercicio 19 para demostrar que

una condicién necesaria para que el campo vectorial,
expresado en coordenadas polares,

F(r, ) = F(r, O)f + Fy(r, 6)8
sea conservativo es que
OF,  0Fy_
e ~er 7

Demuestre que F = rsen20f + rcos 208 es
conservativo, y calcule un potencial del campo.

. Calcule para qué valores de las constantes o y f es

conservativo el campo vectorial
F = r* cos 0 + ¥ sen 08

Calcule un potencial de F si  y § tlenen los valores
calculados.

La integral definida |4 £(x) dx representa la cantidad total de una magnitud distribuida a lo largo
del eje x, entre ay b, de acuerdo con un valor de densidad lineal f(x) de dicha magnitud en el
punto x. La cantidad de magnitud en un intervalo infinitesimal de longitud dx situado en x
es f(x) dx, y la integral realiza las sumas de esas contribuciones (0 elementos) infinitesimales,
para obtener la cantidad total de magnitud. De forma similar, las integrales {{, flx, )} dA y
{{l» f(x, y. 2 dVrepresentan las cantidades totales de magnitudes distribuidas en regiones D del
plano y K del espacio tridimensional, en funcién de las densidades de drea o de volumen de esas
magnitudes.

Puede ocurrir que una magnitud esté distribuida con una densidad lineal especificada en una
curva en el plano o del espacio tridimensional, o con una densidad de 4rea especificada en una
superficie del espacio tridimensional. En estos casos es necesario utilizar integrales sobre curvas
o integrales sobre superficies para sumar las contribuciones elementales y calcular la magnitud
total. En esta seccién y en la siguiente trataremos las integrales sobre curvas, y en las Secciones
15.5 y 15.6 las integrales sobre superficies.

Sea € una curva paramétrica continua y acotada en R®. Recuérdese (de la Seccién 11.1) que €
s una curva suave si tiene una parametrizacién de la forma

r=r(f) = x(0i+ f)j+ Ak

con vector «velocidad» v = dr/dt continuo y distinto de cero. Denominaremos a € arco suave si
es una curva suave con intervalo de pardmetros finito I= [a, b].

t en el intervalo [



